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PICCOLE NOTE 451

Osservazioni sulla funzione hamiltoniana e sull’energia totale
di un sistema dinamico.

Nota di Luie1 CasroLpi (a Pavia).

Sunto. - Si stabiliscono condizioni necessarie e sufficienti affinché la fun-
ziome hamiltoniana e Venergia tolale di un sistema dinamico coinci-
dano; e affinché differiscano per una costante.

1. Consideriamo un sistema olonomo conservativo di N punti
P, P,,.., Py con n gradi di liberth caratterizzati dalle coordi-
nate lagrangiane q,, q,,.., q,.

Sard :

(1) Pi=Piah; ¢y r Qus ?) t=1,2,.., N);
i secondi membri non dipendendo dal tempo quando neppure i
vincoli ne dipendano. o

Usando notazioni consuete, indicheremo con 7T{g, ,..., ,,, Gy sy Qs 1)
P energia cinetica, con U{(P,, P,,.., P,}= Ulg,, q,,..., @, t) I’ energia
potenziale del sistema; e si noti che U dipende dal tempo soltanto
in quanto ne dipendano P,, P,,.., Px.

Denotiamo poi con
2) L=T—-U

la funzione lagrangiana, e con

n .
@) : H :;'511)‘ q;— L
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ta funzione hamiltoniana del sistema, avendo posfo:
oL aT
4 ’ pPi—=— = .
. 0q; og;

Pensando H come funzione delle q,, delle p, e di ¢ (per avervi’
sostituite le g, colle loro espressioni nelle p, e in ¢ che si ricavano
da (4)), le equazioni canoniche della dinamica del sistema sono
hotoriamente :

/é_aH

k— o7

() ’ opn (b==1,2..... n).
ol
?pk“'-—aqk\

Da (3) e (5) Seguono, come pure & noto, le identita:

6 dH _oH _ oL
th) it = AT e

cosicche se L non dipende esplicitamente dal tempo, H & costante
it —=0). In particolare cid avviene se i vincoli sono fissi, poiche
allora T. U e quindi L non contengono esplicitamente il tempo.
In tal caso inoltre la fumzione H coincide coll energia totale

(costante) E=T + U.

2, Sorge naturalmente la ‘domanda se sia possibile invertire
(nei vari modi in cui tale inversione & a priori effettuabile) questa
proprieth. Precisamente : supponiamo che di un sistema dinamico
si sappia soltanto che & conservativo e che la funzione H & co-
_stante per un moto qualunque (') del sistema; il valore di tale
costante potendo variare da moto a moto. B lecito dedurre da cid
_che anche E & costante? Viceversa dalla costanza di E per un moto
qualunque & lecito dedurre quella di H? Ancora: possono E ed H

() L’integrale generale delle {5) contiene 2n costanti arbitrarie, in corri-
- spondenza delle quali risultano definiti oo moti possibili per il sistema.
Un particolare moto pud essere individuato mediante condizioni iniziali
{per t=1ty, Q)=qne, P=Pso) 0 mediante condizioni agli estremi (per {=1%,,
41 == Qo; POX E=1ty, Q4 = Qny» OPPUTe: POT b==ty, Py==DPjo; POT E=1;, P4=Pp)-
Parlando di un moto gqualunque intendiamo di lasciare indeterminate le 2n
costanti arbitrarie, cosicché ad ogni istante ¢ pensiamo associati co?” sistemi
di valori delle p e delle g, ciascuno ‘dei quali caratterizza, insieme con #,
un particolare moto. Dire che una proprieta vale per un moto qualunque
significa che tale proprietd vale in ogni istante £ per un qualunque sistema
delle ¢, e delle p,. Infine una relazione del tipo ¥(g,, p,, £} =0 valida per
un moto qualunque & un’identita nelle ¢, q,, p;. "
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essere entrambe costanti essendo E<4= H? B dall’ essere E — H = co-
stante & lecito concludere che i vincoli sono fissi ? Infine, possono
F ed H essere uguali senza essere costanti? .
A tutte queste domande rispondono le seguenti proposizioni :
a) « Condizione necessaria e sufficiente affincheé sia, per un moto

qualunque, H—=E ¢ che i vincoli siano md@pendent@ dal tempo ».
Infatti, posto: :

it ¥, e PP
& Ik 2i:1 :aqh aqky
S S SR
7 ¢ —_ = 3 .t i) h,kzl,‘.)z....%.
@) T 2{:1m' ot Xaqh’ ( pres )
1 N 2 P.\2
T —= Xm, (=2
\ [ 2;‘:1Ml(at>’

le ay, a,, T, risultando cosi in generale funzioni delle g, e di .
si ha:
n

.. n .
(8) T =, E‘zlahkqhqk +h2:1a,,q,. + T,.

Supponiamo H— FE in un moto qualunque. In tale ipotesi si
ha, per (2), (3):
n

Ephdh —T= T,
h=1

ossia

\ oT .
(9) : 3 0T g, =2T;
b= 1aq,,

e cid sugnlflca che la funzione T & omogenea di aecondo grado
nelle gq,, ossia che &:

(10) @, = 0 (h: 13 2.- esey ’”’)/; 'To - 0,‘

Ma l'ultima delle (10), ricordando la terza délle (7), si verifica
soltanto se &:

P, . ‘
(11) | at =0, i=1,2, .., N)

cioé se i vincoli non dipendono dal tempo.

Inversamente da (11), in virth di (7), seguono le (10), indi le(9)
e infine: H=E. '

La proposizione a) si pud modificare nel seguente modo :

b) « Condizione necessaria e sufficiente dffinché sia H—F1 in un

moto qualunque & che E (ed H) siano costanti ».

Infatti se H = E scende dalla proposizione a) che i vincoli sono
fissi e quindi E e H costanti. Inversamente se E & costante per
an moto qualunque, i vincoli sono fissi. Invero, escluso il caso di
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vincoli cosiffutti che le loro reazioni siano sempre nulle per un
moto qualuiique (*), nella quale eventualith i vincoli somo pura-
mente apparenti in gquanto la loro soppressione non modifica il
moto; considerando ciog vincoli effettivi, questi, se dipendono dal
tempo, compiono lavoro per un moto generico del sistema (%), il
che esclude che per un moto qualunque sia E — costante. Ma con
vincoli fissi & E — H, e quindi la proposiziowe & provata.

¢) « Condizione necessaria e sufficiente affinché E e H, essendo
entrambe variabili, differiscano per una costante non nulla durante
un moto qualunque del sistema & che i vincoli siano tali che quelle,
tra le 3N coordinate cartesiane dei punti del sistema, che dipendono
effettivamente dal tempo, siano funzioni Uneari di t e delle qn @
coefficienti costants, cioé del tipo :

&X; =
h

| 4

lxith + ot

(12) . Yo =2 g, + Bit.
7 ok=t

= Mz

2= 2 vuq, + 1ib,
h=t

con le A, %in, vin, %, Bi, i costanti assolute soddisfacenti le rela-

ziond
N .

(13) ' @y E'El)‘ih“i -+ flihp,' + VY == 0. (h: 1, A ”).
E =1

Le eventuali coordinate che non dipendono dal tempo possono
essere fumziond a priori qualunque delle qn ».
Infatti, posto '

" .. n o,
T — 2 a ;s T'=Z2a
3 i dnqr = 2 0,4

Rl CERERYRUT SRR

da (8), (5) e (4) si ottiene:
T=T,+ T, + T,,
H=2T,+ T, —(T,+ T,+T)+U=T,— T, + T.

e infine: , ,
(14) E=H+ T +2T,.

{*} Si pensi per es. a un piano orizzontale cadente liberamente nel vuoto
¢ a un punto mobile su di ess¢ per una velocitd preconcetta.

(®} Potrebbe inieressare lo studio degli eventuali moti di un sistema a
vineoli effettivi e dipendenti dal tempo per i quali valga !'integrale del-
I"energia cinetica. che avvengono ciod senza lavoro da parte dei vincoli;
ma di tale questione ci potremo occupare eventualmente a parte.
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- Ora notiamo che Vipotesi che E e H differiscano di una costante
durante un moto qualunque del sistema equivale all’altra, che la
differenza E — H sia una costante assoluta (indipendente da ¢, ¢, , g,).

Infatti consideriamo due moti; che indicheremo con (M), (M,).
definiti mediante condizioni agli estremi nel modo che risulta
ovviamente dalle scritfure seguenti:

(My==1t,, q,, dh; by Qs q.m]; (M) =[¢,, 4., dh; ey Qus> q‘m]-

Supponiamo, se possibile, che al moto (M) competa un valore
costante (£ — H), della differenza E— H, al moto (M,) un valore
(E —H),, e che sia (E— H), &= (E— H),.

Consideriamo ora il moto (M,,) definito mediante condizioni
agli estremi da: '

(M) =1t ¢1s éhl 2P/ i]hl]'

Indichiamo con (E — H),, il valore costante di E— H du-
rante il moto (JM,). Poich® la differenza E — H dipende unica-
mente da ¢, ¢q,, q,, (E— H) dovrebbe assumere all'istante #, il
valore (B — H),, all’istante {, il valore (E— H),; e cid & impos-
sibile poiche (E — H), &= (E — H),.

Inversamente, se E— H & costante assoluta, & costante in par-
ticolare durante ogni singolo moto del sistema.

Stabilito cid, la costanza assoluta di F— H, in virth di (14),
richiede che sia:

a T a a .
(N +2T)=0; = (T, +27T)=0; a_éf(T' +21)=0;

(h=1, 2,..., n),

Dalla terza di tali relazioni segue @, =0 {(h=1, 2,..., n), ossin
T,=0; e dalle prime due si conclude che T, & una costante
assoluta. ‘ ’

Quest’ ultimo risultato implica che ogni coordinata che con-
tenga effettivamente il tempo deve dipenderue linearmente con
coefficiente costante assoluta; mentire dalla seconda delle (7), per
P annullarsi assoluto delle @,, si conclude che una coordinata che
non contenga il tempo pud dipendere comungue dalle ¢,, ma che
una coordinata che contiene f deve dipendere linearmente con
coefficienti costanti anche dalle g,, (ciod deve essere del tipo (12)):
e devono verificarsi le (13).

Inversamente se le coordinate che dipendono dal tempo hanmno
le espressioni (12), nelle quali i coefficienti sono costanti assolute
verificanti 'le (13), le a, (h=1, 2,..., n) son nulle e T, & costante
assoluta. Cosicch® @ costante assoluta T, + 2T, e infine E— H.
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3. Le proposizioni testé dimostrate rispondono completamente
alle domande poste in principio.

Riassumendo, e rilevando un aspetto negativo notevole dei ri-
snltati conseguiti, possiamo dire che: ‘

Le condizioni E=H; B (e H) costanti; vincoli indipendenti dal
tempo sono equivalenti. .

Dalla costanza di H non consegue in generale la costanza di E.

Terminiamo illustrando i risultati ottenuti con due esempi:

1% Un punto materiale P di massa m & mobile per velocith

preconcetta su un piano orizzontale Il. Quest’ultimo si sposta con-
temporaneamente di moto traslatorio con velociti costante w lungo
la direzione perpendicolare alla propria giacitura. o

Assumiamo in 1T un riferimento cartesiano (Oxy) con origine O
in un punto della traiettoria di P, indi un asse z normale in 0 a Il
e diretto come w; infine prendi mo I’ origine dei tempi nell’ istante
in cui P transita per 0. Con tali convenzioni, x e y si possono
‘considerare come coordinate lagrangiane di P, cosicch® attualmente
valgono le (12) sotto la forma

rT=uw,
(15) Y=y,
z = wi,

e sono verificate le (13).
Possiamo senz’altro concludere, in virtu della proposizione c),
che sard ¥ — H — costante, con E e H entrambe funzioni del tempo.
Effett.vamente si ha: ’
1 . . . .
=Mt + Y+ wh); U=mgnt,
' 1. . ' ’
— ol 1. .
L=m 2(‘”2"'?/2“*’”2)_9"’4; /E:maé(x2+yf+w?)+gmt ,
2 :(ms'c i op,= my,
1. .
H:mgg(xi*—y”‘m*)_f-gmts;
- Da quest’ ultima risulta che la coordina,{;e %, Yy sono ”ignoral)ili

Si lll_ann? quindi, tenuto conto delle condizioni iniziali, gli inte.
grali primi x=a, y=>5b (a e b costanti). Sostituendo nelle prece.

denti si ha infine:

' 1 -
E=m Q(ai—}-b?—i-m?)—o-gmt%;, H:m?%(d2+bf—w2)+gmt

sulle quali si verificano immediatamente Jo previsioni fatte .
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2% Nelle medesime condizioni dell’esempio precedente suppo-
niamo che il piano II si muova anziché di moto traslatorio uni-
forme, di moto uniformemente accelerato con accelerazione opposta
a quella g deila gravith, a partire dalla quiete nell’ istante £ =0.
Si ha in questo caso:

s‘x:w,
(16) ‘Y=Y
'Z:%gt’z.

Non sono guindi soddisfatte le condizioni della proposizione c)
E da aspettarsi che E ed H non differiscano di una costante; e
poiche il vincolo ecompie in ogni caso’ lavoro contro il peso di F
& certo che E & funzione del tempo. Bffettivamente si ottiene:

1 . . *
T:éwn(a:?+y2+g9t’); U:mgz:’mg?—,j;
N S - 1. . .
L—_—.ém(w+y2); E:m%a(x”+y'z)+g?t2 ; PaMXT; P,—my;
(5
N N 1 <y 9
H=p,x+py— L= 5 m{zx? + Y°).
Le coordinate x e y sono ignorabili ; si hanno quindi gli inte-
grali primi: '
X = a, y =, C (webd costanti).
Sostituendo nelle precedenti si ha infine:
(1 1
E=m ié (@ + b¥) + g?t2t; H= :),m(ae + bY),

d’ accordo colle previsioni fatte.



