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SEZIONE SCIENTIFICA
PICCOLE NOTE

Geometria proiettiva differenziale dei 3-tessuti
di curve spaziali (terne di congruenze).

Nota di ENEa BorrororrI (a Firenze).

Sunto. - Reticoli spaziali e riferimenti prciettivi anolonomi; rappresenta-
zione della connessione proiettiva integrabile dell’ ambiente. Invarianti
proiettivi differenziali del 2° ordine legati a un 3-tessuto, e in partico-
lare alle tre superficie anolonome che esso determina. Riferimento proietl-
tivo locale invariante e suo significato.

I. La geometria proiettiva differenziale delle ferne di con-
gruenze di linee (cio® in breve: 3—fessufé di linee) nell’ S; ordinario
¢ stata studiata in una recente memoria di G. FUBINI (}): quale
estensione al campo proiettivo delle ricerche di LAME e di Riccr
sulle terne di congruenze orfogonali in R, euclideo, o in V, rie-
manniana. Ho avuto 1’occasione di notare (%) come la teoria svolta
dal FuBiNT si connetta da un lato con lo studio delle connessiont
proiettive, d"altra parte con quello delle superficie anolonome (X :)
in S;. Credo che possa presentare un qualche interesse 1’ esposi-
zione del mio punto di vista: dd a questo scopo un abbozzo di
ricostruzione della teoria ove utilizzando i procedimenti del Bom-

() Sulle terne di congruenze di curve nello spazio proiettivo, « Annali
di Matematica », (4), 16, 1937, 1-33. Sulla geometria proiettiva dei pluri.
tessuti, nel piano e nello spazio, ved. anche: il Cap. X (pp. 147 e segg.)
della Imtroduction & la Géomélrie projective différentielle des surfaces di
G. Fusint ed E. OecH (Paris, Gauthier-Villars, 1931); G. FuBini, Sur la
géométrie projective des réseaux plans, « Compositio Mathematica », 1, 1934,
103-105: e le note di G, Parozzr in « Rendiconti Lincei », (6), 18, 1933,
537-542; 22, 1935, 103-107, 202-211; 24, 1936, 53-59.

(%) Ved. Ricerche geometriche in Italia nell’Anno X VI E. F', « Atti Soc.
Ital. per il Progr. delle Scienze », XXVII Riun, Bologna 1938, vol. 2°,
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¥
PIANY per la costruzionte di invarianti proiettivi di elementi cur-

vilinei ()} oftengo in modo geometrico svariati nuovi elementi
invarianti e do interpretazione geometrica di aliri che gia erano
stati ottenuti per via analitica. Mi limito qui (come fa anche il
FusiNi) agli elementi del 2° ordine, ma naturalmente non presen-
terebbe difficolta sostanziali I’analoga iundagine di intorni pit
elevati; e neppure I’ estensione al caso di ambiente curvo: o di
n~-tessuti in S,.

2. Assegniamo il reticolo e, insieme, associamo ai singoli
punti y* (= B, 7 8,.. =49, 1, 2, 8) riferimenti proiettivi locali
per S; dando tre campi di punti (indipendentij B> (y° yt, 42, 43 |

7

(r, s, &, p, g==1, 2, 3); ove le B* ¢’ intenderanno funzioni omogenee
T

di grado 1 delle y*. Le fangenti t,, by, £, in y alle tre linee I'),
, Iy del reticolo che ne escono sono le congiungenti y ai tre

puntl B B B. Naturalmente, posto Ba == 4y*, senza che cambi il
3

Ietlcolo le Be (A v, 7, =0, 1, 2, 3) potranno subire la pilt ge-
.
nerale trasformazione

(2.1) ‘B ==k B* + kpB*, 'Br=lkoB,
L " o o

ove le ky sono funzioni arbitrarie (omogenee di grado zero) delle y»
tali soltanto che si abbia

22 ky =0 per s =z=# (4
2.3) Ko =0, |kl ==kok, kyky =0.

In relazione a eciascun punto y* di S, un qualunque altro
punto Yz avrd, nel corrispondente riferimento B*, coordinate lo-
' x

(®) Ved. Alcuni invarianti proiettivi di elemeniti curvilinei, « Rendi-
conti Lincei », (6), 22, 1935, 488-491; Gli invarianti proietiivi nella teoria
delle superficie. 1: Ricostruzione rapida della teoria delle .applicabilita
proiettive. Ibid., 24, 1936, 323-832; Costruzione di elemenii superficiali o
pariire da elementi curvilinei. Ibid., 25, 1937, 149-154; Alcuni risultati di
geomelrin proieftivo-differenziale, < Rendic. Semin. Milano », 10, 1936, 9-36:
Gli analoghi proiettivi dei teoremi @i Meusnier e di Eulero, < Rendie.
Semin. Roma », (4), 2, 1938, 99-120; Costruzione delle calotte superficiaii
di 2° ordine in wn iperspazio, « Rendiconti Lincei », (6), 29, 1939, 3-11.

(%) Scrivendo § =7 oppure s =i=r intendiamo significare che s’ ed =
prendono valori di egual posto, o invece di posto diﬁeﬂ‘ente, nelle due serie
di contrassegni 1' 2 8'; 123, ~ :
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.
cali 2» tali che sia Y2== B»z*; onde anche 2z — B, Y*, ove
%

2 .
con B, si indicano gli elementi reciproci delle B» nel loro deter-
%

minante [ B»!. In particolare le coordinate locali di un punto
%

[
#* + dy* infinitamente vicino al punio y” sono: z°=1 + B, dy>,

”
2" = B, dy*; cosicche a meno degli infinitesimi d’ordine superiore
al primo una direzione uscente du y* si potrd considerare definita

dai tre pfaffiani du — é,g dy?, dv—= JQB;‘ dy*, dw = ﬁ dy*, che scri-

-
veremo anche (du)” = B, dy*. Occorre perd anche (du)’ = Ba dy* per
esprimere il differenziale di una funzione ®{y, y!, 42, 45 che sia
omogenea di grado m qualungue nelle y»: introdotta la derivata
ob
anolonoma 3¢ = B~ P si ha 9,0 = m®; e dd = 2, P{du) = md(du)’ +
A :
~+ 8, 9(du)".

I tre piani =,,, =,,, w; che contengono, due a due, le tan-
genti £,, t,; ¥,, ¢;; {3, t, sono i piani tangenti, nel punto y gene-
rico, a tre superficie anolonome o, oy, 6, : le quali hanno le linee
del reticolo quali mufue intersezioni (®). Indichiamo ancora con

£, %, & i piani osculatori nel punto y alle linee I',, T,, I'y che ne
escono.

8. In relazione ai riferimenti locali B la connessiomne proiet-
x
tiva integrabile dell’ambiente S, ha paramelri proiettivi (norma-
lizzati (°)) dati da:
' 2
N .

3.1) \ i, ==3,B*. B,

tali che, in particolare, risulta

x A o V3
3.2) o = 3, ), = 3, (Tigr = O).

(*) Ved. a guesto proposito la mia nota: Geometria proieitiva differen-
ziale delle superficie anolonome, « Atti 1° Congr. Un. Matem. Italiana ».
Firenze 1937, 805-311; e il lavoro di E. BOMPIANI, Sulle varieta anolonome.
I: Adleuni teoremi generali; IL: Le V' di S, proiettivo, « Rendiconti
Lincet », (8), 27, 1938, 37-45, 45-52. ‘

) Ved pp. 82-33 del lavoro: Contributi alla teoria delle connessioni.
I: Conuessioni proiettive; costruzione al finito, classificazione secondo Klein, .
di E. Borrororri ¢ V. HLAVATY, « Annah di Matematica », {4), 15, 1936,
1-45, 129-154.
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In relazione a questi parametfri per le Bd sussistono le equazioni

differenziali
(3.3) "~ 3,Bx=1{,B* (o anche BVB“ IIXVB’” )
A P
Le condizioni d’integrabilita di queste sono .identicamente soddi-
sfatte (%): esse si esprimono cosi:

B4 Mt =onf — o, + 0305 — m0, + 205,05, =0,
ove 20y,(du)y(uy & il covariante bilineare della forma pfaffiana (du),

ciod Qps — —12~( Ba—aBﬁ,)Ba ¢ quello che potrebbe dirsi, per S;,

¥ oggetto d’ anolonomia proiettivo (°). Coswche r a,nnullarm di Qrs per
t=1, 2, 3 esprime che (du), (du)?, ( u)® sono effettivi differenziali
di parametri olomomi: e in particolare, che le superficie oy, oy, ,
s,, (rispettivamente) sono olonome (per questo basterebbe che fosse

‘3 =0, Q:‘ =0, Qfg =0); Pannullarsi di Qs esprime che (du)’ &
il differenziale di un .parametro w°, e in particolare, che la tra-
sformazione dualistice definita facendo corrispondere ai punti y i
piani = che contengono-i punti li, B?, B3 (piani opposti ai vertici

y:B nei tetraedri fondamentali dei riferimenti proiettivi locali)

e la polamta rigpetto a wna superficie, > — cost. (Per questo basta
che Qp(du)y(3u) sia nullo in forza della (du)° =0 ().

(") Queste sono soddlsfatte identicamente per v—=20.

(®) 11 tensore I::* della formula che segue & il tensore di curvatura
della derivazione proiettiva di parametri pr (ved. Contributi... gia eit.:
pp- 47-50): il cui annullarsi & condizione sufficient’e perché si annulli anche

il tensore di curvatura della connessione, Lrs) =Mt — 6{!1”‘, .

(°) In mancanza di meglio adotto, estendendola al caso attuale, Ia deno-
minazione «oggetto d’ anolonomia » usata da J. A. ScHOUTEN e D. J. STRUIK
(ved.: Einfithrung in die neué¢ren Methoden der Differentialgeometrie, zweite
Aufl.,, Groningen 1935, B. I, p. 68). Un’interpretazione geometrica di questo
ente, anzi I’unica nota sinora (se pure indiretta) pel caso affine & indicata
nella mia Nota: Superficie anolonome complementari, in « Scritti matem.
offerti a L. Berzolari», Pavia 1936, pp. 5653-576; ved. p. 572.

(') Nei rignardi di questa trasformazione dualistica ved. p. 122 del mio
lavoro : Spazi proiettivamente piani, « Annali di Matem. », (4), 11, 1932,
111-134; e cfr. le mie note pid recenti: Trasformazioni dualistiche e spazi
proiettivamente piani, « Bollettino Un. Matem. Italiana », 17, 1938, 219-223:
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In conseguenza dell’annullarsi di ;5" si ha, in particolare,

3.5) M = Moy — Moy + 20 = 0,
{3.6) ) nrso = Hrs — ”gr -+ 2Q£8 =0,
8.7 M =g ! 3R + Bid)

ove R;.;,}',q ¢ il tensore di ecurvatura della conmessione affine di pa-
4 . N . s sos pisgs
vametri [y (''); cosiccheé esprimiamo in termini finiti o con sole

derivazioni i parametri Iys, e (ad es.) Htrs ove sia r > 8, per I'og-
getto d’anolonomia proiettivo e pei parametri rimanenti: i quali
@’ altra parte somo anche legati da relazioni differenziali. Ora:

le (3.3) mostrano che appunto con le I}, (ed Q) potranno espri-
mersi o rappresentarsi (in termini finiti) tutti gli enti legati al-
Uintorno del 2° ordine del punto y sul reticolo. Di questi appunto
veniamo ora ad occuparci. .

4. Anzitutto vi sono gli enti legati all’intorno del 2° ordine
del punto. ¢ considerato — che ora indicheremo con O — sulle tre
superficie anolonome ciascuna a sé considerata. Elemento fonda-
mentale & la prodettivita di cella del BoMmPiaNI (loc. cit.): la quale
a una direzione (du)” uscente da O fa corrispondere la retta del
piano tangente a ciascuna delle tre superficie, ad es. a ¢,, che &
posizione limite dell’ intersezione di questo piano =, col piano
tangente a ¢,, in un punto che, lungo una linea (qualunque, di S,)
uscente da O nella supposta direzione, tende ad 0. Questa retta ha
sul piano 2 =0 1’ equazione (1)

@y ' 2o(duff + T (duy's' + Mg (duyet = 0;

la guale pone in evidenza la rappresentazione analitica della proiet-v
tivita di cella. In particolare facendo (du)*=0 si ha la proietti-

Sulla geometria proiettiva differenziale delle trasformazioni dualistiche,
« Rendiconti Lincei », (6), 28, 1938, 224-230.

Colgo Voccasione per segnalare un errore di stampa che va corretto
in quest’ultimo lavoro: nella form. (3.10), a fine p. 226, al luogo di 3,P=

deve leggersi D,P». Si confronti con la form. (3.1) del presente lavo#o:

ove abbiamo, ax}:ziché derivate covurianti rispetto a parametri olonomi,
derivate anolonome. ;

(1) Ctfr. ad es. p. 572 della mia Nota gid cit.: Superficie anolonome com-
plementari.

(#2) Questa formula non differisce dalla (55) p. 14 del Furini (loe. cit.).
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vitd di calotia del BoMPIANI (o proéetlivita di comiugio secondo
FUBINI): subordinata dalla precedente entro il fascio di direzioni
tangenti a ¢, in 0. Quest’ ultima proiettivith & un’involuzione se

’ s . . 3 3 3 . .
Pinvariante relativo I, =M,, — I, =2Q,, si annulla cio® se 5,
& clonoma; o ancora, se ha il valore — 1 Vinvariante assoluto

1+ Vi, s s s s
4.2) Plz:‘)‘“”—i"“z, ove I,==M,N, —1,W,,.

L,— VI, —4I,

Questo e gli altri due che se ne hanno circolando su 1, 2, 3 sono
tre invarianti assoluti del reticolo in 0. Le linee autoconiugate, o
asintotiche, della superficie anolonoma s, risultano. evidentemente
date dal) equazione differenziale

(£.3) n;,du + (1, + 1, )dudy + N, ,dv? =0,

Altri elementi relativi alle tre superficie anolonome:. quali le
estensioni, da me indicate ('), delle forme elementari del Bompian:
e quindi delle forme normali, quadratica e cubica, del FUBINI; ece.
non utilizzeremo qui perchd dipendono da intorni d’ordine >'2.

5. Ma la considerazione simulfanea delle tre superficie anolo-
nome, o anche soltanto dei tre elementi curvilinei del 2° ordine
delle tre curve del reficolo uscenti da O dd agevolmente parecchi
altri invarianti.

Per proiezione da O su un piano qualunque (non per 0) i tre
elementi E, delle tre linee T,, I, I'y del reticolo dhnno tre ele-
menti E, (del 1° ordine) di centri distinti: cui si collega un inva-
riante numerico finito, il birapporto formato, insieme alle due
coniche degeneri del loro fascio, dalle due coniche determinate
imponendo ad entrambe il passaggio pel primo E, (considerando i
tre elementi K, in un certo ordine, arbitrario) e ad una il con-
tenere il secondo E, e il centro del terzo: all’altra il contenere il

terzo E, e il centro del secondo. Tale birapporto ha il valore
3 2 1.

5:) .

H33l—llin22

(o il valore reciproco). Ponendolo eguale ad 1 si esprime che, nel
piano, ¢ tre K, appartéengono a una conica: o, nello spazio, che 4
tre B, di ©'),, Ty, I'y in O apparlengoro a wuno slesso cono quadrico
proietiante da O. Tale condizione sard certo seoddisfatta in ogni

(3) Nella gid cit. comunicazione al 1° Congr. U. M. L.; pp. 309 e seg.
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punto di S, se le curve. del reticolo appartengono a wuno stesso
complesso quadralico: ma anche se, pilh in generale, esse appar-
tengono a una stessa « superficic anolonoma di specie 2 » cosl
chiamando la totalith delle curve infegrali di wun’equazione qua-
dratica di Monge: che escono dai singoli punti dello spazio secondo

le direzioni di un cono guadrico (). Un esempio & la totalith delle
curve isotrope di una metrica riemanniana data ad 8§, arbitraria-
mente (ron subordinata alla geometria projettiva dell’ ambiente;
nel qual easo si avrebbero le ordinarie curve isotrope, appartenenti
al complesso quadratico delle rette isotrope dello spazio).

Se Vinvariante w dato dalla (5.1) ha il valore — 1, ciog le tre
coniche defte sopra hanno due a due coniatto armonico, le tangenti
" ai tre E, (nel piano) passano per un punto, cioé ¢ piani osculatori
a ¥ Uy, T, dn O passano per una stessa retta (e viceversa).

Di qui, e dalla rappresentazione analitica (5.1), risulta che — u
& quello che il FuBINT (che I’ha ottennto per altra via) chiama
« tnvariante di Menelao e di Ceva » pel reticolo. I1 FuBiNt ne ha
dato quest’altra interpretazione geometrica: esso & il birapporto
di due dei piami =,,, 7, ., =, (ad es. dei primi due), del piano
osculatore &, a I e del piano che da ¢, proietta la retta intersezione
degli altri due piani osculatori. Ma ora lo ritroveremo anche in
altre maniere, sempre per via. geometrica.

Per brevith di linguaggio conveniamo di indicare con 2, z,. 2,
tre punti presi (comunque, fuori di G ciod distinti da #) sulle tre
tangenti £, ¢, t; a U,. I'y, T3 in O; con vy, y,, ¥; tre punti infi-
nitamente vicini ad O sulle fre curve. Sia poi 2 un punto infini-
tamente vicino ad O su una generica curva I' che ne esce, e sia f
in O la tangente a questa curva. All’elemento del 1° ordine di I'
in O si collegano in modo ovvio fre émvarianti finiti: uno dei
quali si ha come birapporto dei piani =,,, =,,, %, #f; ciod come

2
i I,
(parte principale del) birapporto uz,(2,2,2). Il sno valore & sae,
I, dv
3 ﬂ‘ d
analogamente abbiamo gli altri due invarianti «r—lri—‘ v , 222

n,, dw ﬂzzdu

prodotio di questi tre invarianti non dipende pite dalla direzione

1
di U in O: é—;.

() Cfe. D. Sinrsow, Ueber die Geometrie der Mongeschen Gleichungen.
« Abhandlungen Semin. f.-Vektor- und Tensoranalysis », Moskau, IV, 1937,
182-183 (anche per ulteriore bibl): ed E. Bompiaxi, Sulle curve apparte-
nenti o complessi di retfe, « Atti 1° Congr. Un. Matem. Italiana », Firenze
1937, 202-295.
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Al luogo di z prendiamo il pumnto y, su I'y e formiamo il
bu'apporto (mfinitesimo) Y24, 2,2,9,). La sua parte principale

& — .111“1133 du: soamblando il ruolo delle due curve I'y, I', ofter-
Hss ]

- 1 l]“ﬂn

remmo invece — 5 du. Altri quattro invarianti risultano poi
22 3 2
l'l
ovviamente circolando: — 10,0, dv, IH 2233 dp; ln”H"d
2 T2 ' n

2 3 i1 ) 33 ) 22
_1 w dw. AQ es. ciascuno dei primi due potrebbe assumersi

n

sulla linea I', quale elemento d arco invariante. Il rapporto dei
due invarianti di ciascuna delle tre coppie da ancora V inva-
riante — .

Un procedimento analogo a quello che, applicato agli E, delle
due asintotiche, darebbe la forma quadratica normale del FUBINI
per o, da subito un nuovo invariante per ¢, (ma dipendente
dagli E, delle curve I', e I',, sue intersezioni in O con o}, e 5,;): la

1
parte principale di yz3(z,z,y,y,), data da i H‘ ‘l'l”dudv. Analogamente

otterremmo (in relazione a a5, ;) ‘Iﬂzgﬂssdvdw, 1H;3HT"dwdu.

Per combinazione degli invarianti cosl ottenuti (**) » agevole
ottenerne altri; in parte gia per altra via ricavati dal Fusint (*¢):
ad es. si ha la forma cubica, in un solo pfaffiano,

2 1
) 1, H H d
5:2) 1,,1;, dudy- —**,-2* du.—2% — (1} )’n,,du®
33 H:sad1

e con procedimento analogo froviamo gli altri cinciue invarianti
(Hj‘)gl'l;sdw, (nge)znst”a’ (";Qgﬂfﬂv"
(H;S)gniidm89 (H:S)anzdw';
coi quali si possono formare le due forine cubiche
g 11, (11, ) dwd + 1, (113,) do® 4 11, (11},) o

{6.3)
' H;s(nft)gdus + ﬂf‘(";g)gdﬂ" -+ H:2(H:3)2 dn?

(15) Per questo occorrerd, trattandosi di ragguagliare valori degli pfaf-
fiani du, dv, dw calcolati in diresioni differenti, un’agevole estensione
della « corrispondenza armeonica » del BoMPiaNI: ved. la nota Gl inva-
rianti prosettivi nella teoria delle superficie... gid cit.

(15) Questi ha anche trovato per via analitica la forma I! dudv
detta poco sopra (loc. cit., p. 16)
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costituenti insieme quello che il FuBINI chiama elemento lineare
proiettivo del reticolo (loc. cit.; p. 10). E i rapporti delle tre coppie
di forme cubiche monomie danno gli invarianti

S3 N2 1N\2 2
(Hu) s <1122) “11 (1 ) “’2

2 N2 1 0 3 \2_ .2 *°
(I—I“) n22 (H22> n33 ( 33) Ilii
il primo dei quali ad es. esprime, come ha osservato il FusiNI
(p. 23), il prodotto dei birapporti che, su ;. ‘ciascuna delle dire-
zioni asintotiche di s,; forma con le intersezioni del piano =,; col
piano osculatore a I', e coi piani =,,, . ) '

Aneora: ricaviame !’invariante, legato a una direzione (du, dv)

in =,

(5.4)

3 1 3 B
n,,H,, du-— ssd” sznasdl’ I, duw
5 TS

Iy, Hsgdi’ n,, = Tyde?

1
M,,dv* 10, ,dnt I ; -
e analogamente —*— , —33—: che eguagliati ad 1 danuo. sui

O, ,dwt T,,du?

tre piani x,,, 7,,, m;,, le coppie di rette pm’ncépali del BoMp1anI (V)
legate alle intersezioni di I'), I'y; Iy, I'y; 17, I';: luogo dei punti
onde gli E, delle tre curve in O si proiettano 1’ uno nell’ altro.

Fra tutti gli invarianti ora notati, dipendenti dai sei parametri
2 3
Wy, M, O,,, M,,, H;3 , II,, , appunto sei sono indipendenti: ad es.

(5.5)

X n du nem..de 2 du?
(56) “i,tﬂ;zd“d 33 22 133 =N, av
Hssd@ I,

[(dw)T?

e ghi alti'i analoghi esprimibili nella forma Ilf«r “auy ove r:j:S" e

rispetto ad + mon s”intende eseguita la somma (*%). Ma del resto
questo era in sostanza prevedibile osservando la rappresentazione
analitica degli F, delle tre curve I, T,, I';, ad es. della prima.

in O, rispetto al riferimento locale B*: in coordinate non omogenee
‘ A

»

Z" = 7 otteniamo
2 = du + . 1
1 7= UL (2 +
67 (2= n1 ‘du + - onde anche 1

73 —11° (713

(17) Ved.: Imvarianti d infersezione di due. curve sghembe, « Rendiconti
Lincei », (6), 14, 1931, 456-461. :
(**) Ved. Furini, loe. cit., p. 10.

[
-1
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Naturalmente i coefficienti l'lfl, l'lf{,... cambiano al mutare
della normalizzazione delle Bz e quindi dei punti unith dei rife-
r

rimenti locali sulle rette ¢,, £,, {;: condizione perch® due diversi

sistemi di valori delle Mg (*) diano in realtd la stessa terna di
elemeunti E, & che siano eguali i corrispondents valori dei tre inva-
rianti (5.4). B questa 1'intima ragione del fatto, notato dal FuBINI
(loc. cit., p. 23) che I’eguagiianza dei valori dei rapporti (5.4) per
due reticoli fra loro riferiti mediante una rappresentazione pun-
tuale fra i lovo §,, in punti corrispondenti, & la condizione per
la loro « applicabilith proiettiva », nel semso in cui questa rela-
zione & definita dal FusiNi. Ciod in sostanza, perche fra le proiet-
tivith che portano a sovrapporre un qualunque punto O del primo
spazio (in cui & dato il primo reticolo) e le tangenti in esso alle
tre curve del reticolo al punto O* corrispondente e alle tan-
genti in esso alle curve corrispondenti, ve ne siano che fanno
corrvispondere anche gli elementi E, delle tre coppie di curve in O
e in O*

6. Gli invarianti dei tre elementi E, di I',, Ty, !'; in O non
esauriscono gli invarianti del 2° ordine del reticolo: infatti dallo
stesso ordine dipendone le direzioni (di spazio rigato) in O delle
rigate di tangenti alle linee I'. (¥ =1, 2, 3) che escono dai punti di
una linea T’ passante per 0. Ossia, con linguaggio infinitesimale :
gli E, delle linee del reticolo che escono dagli estremi degli E,
uscenti da 0. Ad es. & naturale considerare, fra le direzioni delle
rigate di tangenti (ad-es.) alle linee T,, le direzioni singolari,
appartenenti a rigate ‘sviluppabili. Troviamo subito (*°) che le di-
rezioni delle direttrici di rigate sviluppabili di tangenti ¢; in O
formano il cono quadrico

(6.1) 10, (duydu — 10, (duy dv == 0.

In particolare sul piano =,, tangente in O a s,, avremo una coppia
di direzioni di linee segnate su ¢, da rigate sviluppabili (appar-
tenenti al complesso delle tangenti £;): che rappresenteremo po-
nendo mnella (6.1) dw == 0. Queste linee formeranno su c,, un sistema
coniugato — ciod: il complesso K, delle tangenti #, alle linee T}

(1?) Naturalmente anche qui non sara da eseguire la somma.

(2% Ved. la Nota, Varieta anolonome associate ad una trasformazione
dualistica, di A. MaXIA (in corso di pubblicazione nei « Rendiconti Isti-
tuto Liombardo »).
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& coniugato alla superficie anolonoma s,, (*') — a condizione che si
abbia

2 _3 2 1 3 3 13,2
(6.2) tem, m,, — (0, — 0, (W, + 1,,) — 20,1, "=

3 3 N\2j7..2 £ \2 12 2

:(an“ ]'l.“) Knsz—nsi/ + 4,00, 0 ().

11 sistema delle ilinee segnate su o, dalle sviluppabili di K,
pud in particolare essere costituito dalle stesse linee T', e T',: condi-
zione per guesto & che sia

(6.3) m, =0, 0, =0.

Se vogliamo, di pid, che le linee I') siano comiugate alle T,, o
viceversa, dovremo aggiungere la condizione

(6.4) Hfz =10, oppure HZ, =0.

Queste relazioni di coniugio perd non possono essere involutorie
che su superficie olonome: cosicche ¢l reticolo sara un sistema
triplo comiugato, ma necessariamente formato da fumiglie di ordi-
narie superficie, o condizione che si annullino tutte le Ty corri-
spondenti a tre valori differenti dei tre indici. '

7. Indichiamo ora con *y, un punto prossimo ad 0, cioe ad v,
sulla linea *T", della congruenza (I')) uscente da un punto infini-
tamente vieino ad O, sulla linea Ty che esce da 0. Formiamo il

2 i
i1
birapporto yz,(2,2,*y,y;); la sua parte principale & z—3-2%dw.

33

In modo assolutamente analogo abbiamo altri cinque consimili
invarianti. Su questo non ci tratterremo. '

Riprendiamo invece la retta (4.1), corrispondente alla retta che
esce da O con la direzione (du)” nella proiettivita di cella per s,,.
Su questa retta indichiamo con x,, x, i punti in cuvi essa & inter-
secata dalle tangenti alle linee T',, I', uscenti dal punto 5, infini-
tamente vicino ad ¢ nella direzione (du)". J1 birapporto formato da

(?%) Veramente, in quanto ci si limiti a considerare in esso le rigate
che hanno le loro direttrici su 3,5, tale complesso & piuttosto da riguar-
darsi come una congruenza anolonoma di refte.

(*2) Ci riferiamo qui al coniugio nel senso precisato al n. 4; che se g,
non & olonoma non & il coniugio rispetto alla coppia di direzioni asinto-
tiche di o,,. La condizione perché K, sia coningato a oy, rispetto alle asin-
totiche (< pseudoconiugato ») si ha dalla (6.2) sostituendo al secondo membro
lo zero.



420 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA
questi due punti con quelli in cui la loro congiungente interseca
t, e t, & dato da

01 o, 22)_(n2,du_112,dw)(n“dv I} dw) (du) (du)
‘ dn?®

Altri due analoghi invarianti si otterranno per ¢, e o;;. Ma fer-
miamoci sul caso particolare in cui du=0, dv = 0, cio& y sta
sulla linea T, che esce da (. L’invariante precedente allora si
. 1 2 ) 3 3 .

riduce a I1, I, dn® e la retta (41) a 2°+ II,,2' + 11,,2°=0; in-
dichiamo ora questa retta con r, e con P;,, P,;, i punti in cui
essa incontra le rette { e {,. Avremo analogamente sui piani
o s na, due rette Tags T di equazioni z°+H z +Il3lz =0,

2 +Hagz + ngz =0; le quali rispettivamente intersecheranno
t, e ty; t, e t, in punti che indicheremo con P,,, P;; Py, P,,.
Limitiamoci a considerare il caso in cui i punti P,, e P, ; P,
e P,; P, e P, sut,t,, ¢ risultano distinti. Allora il passaggio
per ty,, vy, 1y, delermina uwna quadrica invariante, legata al
punto O e non passanie per esso; tangente ai piani =,,, =, 7y,
. nei punti in cui le rette r,,, r,;, 7, intersecanc s,, = P,,P,,,
833 = Py Py, 8;, = P;, Py;. L’ equazione di questa quadrica @ &:

2 3
(1.2) (2% + (Hfg + Hw)z%‘ + (l'l;‘ T*’ Uzs)z"z? + (Hz2 —f-ﬂ;l)z"z3 +
13
+ H nxs(zl) + 11, (2 ) + H Hu{z) +
(] ,1y, + 1,005 )iz + (1,115, + 11,115, )2'2?
+ A\ gy Mgl /878" + Al 1k, + 1,1, )272° +
12 1 3 .
+ (g, My, + T, 0, )s% = 0.

Sara naturale prendere quale piano opposto ad y (piano T_BB B)
2 3

nel riferimento locale il piano polare di y rispetto a- questa qua-
drica (2 quanto fa anche, senza venire alla considerazione della

quadrica in parola, il FUBINI): questo porta

(7.3) 1] +[1‘3_0 [I“—+—IL,3_O II:2+H;£:O.

Vi & poi wuna ¢ wna sola retta uscente da O, che ha lo stesso
piano  polare rispetio al triedro tt,t; e al cono circoscritto da O
alla quadrica Q: essa & la retta

2! i 2
2 3 i - 2 3 i 2
(ﬂ;‘ — “32)(“23 — Hu) (Haz — Hxs)(nsi - Haz)
22

(n::a - H;i)(ﬂfg - njs)

7.4y
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Preso il punto unith del riferimento locale su questa; retta,
ad es. in una delle sue intersezioni con la quadrica @ (il che

perd potrd farsi solo uscendo dal campo reale} sono soddisfatte le

2 3 3 i 1 2
L _ . e Vol .
relagioni I, — 0,; —N,, —0,, =T1,, — I, == h; Pultima condi-

9
zione da h::t——%. A questo modo viene completamente deter-

minato, in relazione a ciascun punto O, il corrispondente riferi-
mento locale B e risultano anche determinati i valori dei para.

~ A
metri Mg, per r9=s (*%). Ma risulla anche determinata per S,. in
modo intrinsecamente legato al relicolo supposto, una metrica rie-
manniana (a ds® indefinito): la quale ha in ciascan punto O il
piano 2°=— 0 del riferimento locale intrinseco ora detto quale piano
improprio locale; il cono circoscritto da O alla quadrica @ come
cono isofropo e la quadrica @ medesima quale sfera di raggio 1
col centro in O. Introdotta questa metrica intrinseca e proiettiva-
mente invariante. la ricerca delle ulteriori proprietad proiettive del
reticolo viene ricondotta nel campo metrico. )

Rispetto alla metrica ora detta la terna di congruenze ha questa
‘particolarita: che le tangenhr in ciascun punio alle tre linee delle
tre congruenze che ne escono formano uw triedro circoscritto all’ as-
soluto. Ci limitiamo a indicare una prima applicazione della me-
trica intrinseca: rispetto ad essa gli elementi d’arco delle tre
linee T';, T',, I'; in O sono le tre forme invarianti (*4)

) (“fs e “fz)d“’ (H;1 — "Z;;)d% (H:Z - ”::;)dnh

>

(7.

cosicehe la scelta poco sopra accennata del punto unitd equivale in
sostanza ad assumere proprio queqli elementi d’arco quali pfaffiani
du, dv, dw: anche per questo riguardo ci si riporta dunque alla
teoria metrica di Rrccr e LEvI-CIviTa per le n—-uple ortogonali.

(%) Per finire di determinare tutti oli aitri parametri bisogna: o com-

- pletare la normalizzazione delle B> ad es. con la condizione che prenda
>

il valore 1 il determinante [B=z| (cfr. Fusixi, loc. cit, p. 17); oppure
A

valersi di una derivazione covariante, quale & intrordotta nei mei lavori
gid cit.. Superficie anolonome complementari (p. 559) e Sulla geometria
proiettiva differenziale delle trasformazioni dualistiche (p. 226).

(24) Per via analitica ha ottenuto queste forme anche il Fumni (Toe.
cit., p. 10). Notiamo che le distanze infinitesime sulle rette uscenti da 0
sono anche distanze nella metrica non-euclidea che ha Q come assoluto.



