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Un’osservazione su un problema ai limiti 
per le equazioni differenziali.

Nota di Giuseppe Zwirner (a Padova).

Sunto. - Deduzione elementare di un teorema sulle equazioni differenziali 
ordinarie.

È noto che l’equazione
X t

(1) y(x] =^dt^f{u. y(u\, y'(u))du 4- -/y 4-
Xq Xq

Q& —1-^ / I
X12_ [ih - ih - P//Ì«’ 2/(w), 

æo æo 
ammette sempre una soluzione. y(x), assolutamente continua insieme 
con y (x), 86 f(x, y, y') è funzione reale delle variabili reali x, y, y\ 
continua rispetto a y, yz, misurabile rispetto a x neZ/o strato

S : ^0 ìc.j , — 00 y <Z -+- 00, — ex? < ^ < + 00.
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riuscendovi inoltre
\ fix, y, y’) I < +(x),

con '^(x) > 0 sommabile e ovunque finita P) in x0<x<^xn mentre 
y0 e y, sono numeri arbitrariamente prefissati.

Questo teorema è stabilito da Scorza Dragoni (2) utilizzando pro­
cedimenti dovuti a Birkhoff, Kellog e Caccioppoli. Se fix, y, y') 
è lipsclïitziana rispetto a y, y' in ogni regione limitata di $, il teo­
rema stesso si dimostra facilmente esaminando le soluzioni della

y(x) =: yQ~r- y(x — xQ) 4-jdtjfiu, y(u}, y\uf}du 

Xo Xq

e considerando il valore di queste soluzioni nel punto xY in fun­
zione di y P).

Nella presenta Nota mi propongo di far vedere, applicando noti 
procedimenti di approssimazione, che da questo caso si può dedurre 
il teorema più generale già ricordato.

1. Per dimostrare il teorema enunciato definiamo innanzi tutto 
le funzioni approssimanti fu(x, y, y') nel modo che segue.

Si decomponga ogni piano x = x, con x^<x<x{, in quadrati 
mediante le rette q ~ . q' = T- , r — 0, ± 1, ± 2,... ; e si suddivida

J n J n ■ ' ' '
poi ciascun quadrato mediante la diagonale parallela alla retta 
y — y'. In ciascuno dei triangoli così ottenuti fn(x, y, y') sarà defi­
nita dalla condizione di essere lineare in y, y' ed uguale a fiy, y.y) 
nei vertici del triangolo che si considera. Vale a dire, se tali ver- 
tici sono (?!, 7)]), (üt, 71,), fir, 7),) o fi,, 71,), fi,, 7)2), fir, 7)2), con < ;2, 
7j 1 <7)2, porremo rispettivamente

fifa, y> y'} — n ! — fix, ?! > '^ìi)W — 7i) *-
-t- [fix, 72, 1,) — fix, ?2, 71,)M' — 7],) I f(x, 7),); 

/>.)«' y, y') — n\ [fix, s2, ti2) - fix, f,, •<,)](?/ - ?,) -+-
-+- [fix, k, -Is) — fix, S,, 1,)W' — 71,) ! -4- f(x, ',, 7),).

(*) Quest’ultima condizione non porta, evidentemente, restrizioni essen­
ziali.

(-) Gr. Scorza Dragoni, Elementi uniti di trasformazioni funzionali e pro­
blemi di valori ai limiti [« Rendiconti del Seminario Matematico della 
R. Università di Roma », serie IV, voi. 2 (1938), pp. 255-275], pag. 266. 
Per altre indicazioni bibliografiche rimando il lettore al lavoro citato di 
Scorza Dragoni.

(3) La funzione in discorso è definita univocamente ed è continua per 
ogni A' ; cfr. C. Carathéodory, Vorlesungen über reelle Funktionen [Teub­
ner, Lipsia, la ed. (1918)], §§ 576-582.
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Le fn(x< //. y') così costruite risultano, evidentemente, in tutto S, 
continue rispetto a (y, y’}, misurabili rispetto ad x, soddisfanno alla

(2) i fn(x, y, ?/) I < H»)

e verificano inoltre la condizione di Lipschitz

I s>. s>) — ÿ't) i < 2 W^x) I I ÿ, — & I H- I — ÿ't I I.

In tali condizioni l’equazione
X t

(3) ’ yn(x) =jdtjf„(u, «/M y'n(u))du -+- N, +-

svy æo

xt t

■+■ [?/> ~ y» jam y'.»»«M
«-'1 ‘*'(1 J J

x0 x0

ammette, come si è detto, almeno una soluzione yn(x) assolutamente 
continua in a;0 < a; < xt assieme alla sua derivata prima. Tali solu­
zioni, per la (2), soddisfanno (in quasi tutto xQ x xy) alla

(4) \y"n(x)\ <^(x);

e quindi, per le condizioni ai limiti, alle

I y„(x)\<H, \y'„(x)\<H,

con H costante positiva opportuna.
Di qui e dalla (4) segue subito che le y,{x) e y'„(x) sono equicon- 

tinue ed equilimitate. Scegliamo allora i numeri naturali nì, w8,... 
in modo che le successioni Yp(x) = yn (x), Y'p(x) = (#) convergano
uniformemente in tutto xQ^x^xì verso due funzioni limiti Y(æ), 
Y'(x\ con Y'(x) derivata di Y(æ), e poniamo gp(x, y, y‘) — fn (x, y^y'\ 
Sarà, lim gp(x, y, y') — f(x, y, ÿ) uniformemente in ogni regione li- 

p —CXì
imitata e per ogni x fissato; per ogni x fissato e in ogni regione 
limitata di variabilità di y e y', le gp(x, y, y') sono quindi equicon- 
tinue; se ne trae

Y'M) — f(x, Y(x)> —

— lim [gv(x, Yp(aj), ¥'„(«)) — g„(x, Y(x), Y'(ìb))] -+- P -—► oo
■+■ lini [gp(x, Y(x), Y'(x)) — f(x, Y(x), Y'(«))] = 0.

Essendo ! gp(x, Yp(x), Y'p(x)) | < ^(x\ si potrà nelle (3) passare al 
limite sotto il segno d’integrale, facendo tendere n all’ infinito per­
correndo la successione n,, ... ; e si viene così a riconoscere che
l’equazione (1) è soddisfatta da Y{x).


