
BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA

ITALIANA

Francesco Sicardi

Unicità della soluzione di
un’equazione a derivate parziali del
4° ordine a caratteristiche multiple

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 2,
Vol. 1 (1939), n.4, p. 331–334.
Unione Matematica Italiana

<http:
//www.bdim.eu/item?id=BUMI_1939_2_1_4_331_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito
liberamente per motivi di ricerca e studio. Non è consentito
l’utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le copie di
questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1939_2_1_4_331_0
http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1939_2_1_4_331_0
http://www.bdim.eu/


Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Unione
Matematica Italiana, 1939.



PICCOLE NOTE 331

Unicità della soluzione di un9 equazione a derivate parziali 
del 40 ordine a caratteristiche multiple.

Nota di Francesco Sicardi (a Torino).

^ = 0.

Sunto. - Si considera Vequazione differenziale del 4° ordine a derivate 
parziali, a caratteristiche multiple -^4 — 2-^4- ~+- ~4 ~0 ottenuta moi- 

d*4 dx2dy öy2 
' ffiztriplicando simbolicamente per sè stessa V equazione —- — — = u.

Si dimostra V unicità della soluzione di tale equazione in un campo T 
limitato da un contorno s e da un segmento di caratteristica 1 (y = cost.) 

, . , . dz dzquando si assegnino su si valori di z e di —, —.

Fra le equazioni del 4° ordine di tipo parabolico considero 
quella ottenuta moltiplicando simbolicamente per sè stesso il primo 
membro dell’equazione del calore

d2Z dz
dx* dy

studiata in modo completo da E. E. Levi, da^HoLMOREN e da altri.
L’equazione si può pensare ottenuta applicando alla funzione z 

F operatore
. ( 9* d\

Si consideri ora l’equazione

= 0

ossia esplicitamente

. n dlZ â
' ' dx* £ Sx2dy+ Sy2

Fra le equazioni paraboliche essa occupa per cosi dire lo stesso 
posto dell’ equazione

. d2Z d*Z _
A*A2 = 0; &z = 7—r 4~z-ï = 0’ dx* dif

fra le equazioni ellittiche.
Non credo senza interesse segnalare un problema di unicità 

valido per questa equazione in condizioni molto generali : le equa­
zioni di tipo parabolico presentano in genere difficoltà assai gravi 
relativamente alle dimostrazioni di unicità e di esistenza. D’altra 
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parte alcune equazioni di questo tipo si presentano in varie que­
stioni di fisica-matematica, come ad es. l’equazione

(2)
d4Z d'Z o*Z _

dx* + âÿ* = °

trattata dal Levi-Civita a proposito di un problema di idrodina­
mica e da lui risolta in un caso particolare (*).

E. Tubini Ghiron ha dato una dimostrazione più generale di 
unicità per l’equazione (2) (*), che richiede però l’applicazione del 
lemma di Almansi (3), e limita quindi in certo senso la generalità 
del risultato.

La dimostrazione di unicità relativa all’equazione (1) si fonda 
sullo stesso metodo seguito dal Levi-Civita e dal Tubini, ma non 
richiede l’applicazione del lemma di Almansi.

Si consideri un campo T limitato da un contorno s dotato di 
tangente variabile ccn continuità.

La dimostrazione continua a valere anche se s si compone di 
due o più archi soddisfacenti alla precedente condizione.

Il campo T sia poi limitato superiormente da un segmento l di 
caratteristica (y — cost.). Come è immediato constatare le caratteri­
stiche dell’ equazione (1) sono coincidenti nell’ unico sistema di rette 
y z=z cost.

Dimostrerò che è unica nel campo r la soluzione dell’ equa- 
en 7 ê Sz özZione (1) che assume su s valori assegnati insieme con — e —.

La (1) è un’ equazione lineare : basterà quindi dimostrare che un a 
soluzione soddisfacente lungo s alle condizioni

z —
dZ __dZ
dx dy

è identicamente nulla in T.

Si moltiplichi il primo membro dell’equazione (1) per dz.
se z

(9 Levi-Civita, Attrazione newtoniana dei tubi sottili e vortici filiformi, 
« Annali della Scuola Normale di Pisa », serie II, vol. I, 1932, pagg. 1-33, 
229-250; «Rend. Acc. Lincei», serie VI, vol. XV, pagg. 409-416.

f2) Tubini GL, Un teorema di unicità per V equazione -+-^4^ = 0, 

« Rend. Acc. Lincei », serie VI, vol. XVIII, 1933, pagg. 442-444.
(3) Almansi E., Sopra una delle esperienze di Plateau, « Ann. di Mat. », 

vol. XII, (1906), pp. 1-17. Per le generalizzazioni cfr. L. Tonelli, Su una 
proposizione dell’Almansi, « Rend. Acc. Lincei », serie V, vol. XXIII, 
(1° sem.), pp. 676-682 ; M. Picone, Su una proposizione dell’Almansi, « Boll. 
Unione Mat. It. », anno II, pagg. 97-101.
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è soluzione di (1) si avrà

ssös /ö<s ö2s ö's^
<81 /1 — z~7 — 2 -1- 4- —, àà = 0.17 //Sr/ \a#4 sn*Sî/ dy J J

‘r
Integrando per parti con successive applicazioni del lemma di 

Green si ottiene separatamente

ff as a<s _ _ fSs S3s ff a20 a3s
JJ dy dx4 X y J dy dx3 & jJ dxdy dx3 X
‘ r (s+o r

fas d3& _ f S2s a2s _ ff a3# a2s _ ,
J dydx8 y Idxdydx1 jjdx2dydx2 X
(«-H) (s-H) ' r

fas a3s _ f a2s a2s , i s/s's'V,
7 dy dx3 dy Jdxdy dxt dy 2J ìà-) dx ’
(s-f-ï) (s-f-ï) (s+î)

-([ds d*s [dz d*z , a[[( d'z V,-2// - sj «j * * 2il (ss,r
r (34 o r

[[ds d'z J 1 1 s/ösV ,
JJ^dxdy = -2j[^) à- 
r (s+o

Quindi la (3) diventa

. [ds dSZ [d2z ö's J 1 r/92s'\2 , 
J SN Sas’ y Jdxdy dx- y ~~ 2 / \a»’/ à — 
<s+0 («tO (s+o

' ^sös S2S , ~ (77 d2s \2 1 f/g«\2“ 7 'dy dxdy dy + 2if (ä^) My - 2 / y à = 0 

o tenendo conto delle condizioni al contorno
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La somma dei due primi termini fra parentesi tonde è nulla; 
infatti essa è eguale a meno di un fattore diverso da zero a

dz d'2z
fix dx*

d2z -, 
~~ d'il cxòy J

(*he è identicamente nullo su s. Inoltre percorrendo l in senso di­
retto si ha su l dx < 0 ; indicando quindi con a e b le ascisse dei 
punti intersezione di l con s(a < b), potremo scrivere la (5) sotto 
la forma

b
1 f/aM2 > 7 1 A/WV /W)7(6) T / L—J dx + 2 rr" \dxdy-*- ~ f — à — 0.v F 2J \dx / JJ \dxdyl J 2J [\bxl! \dyj )

(s) r a

Dall’esame di (6) si può concludere senz’altro che in tutta la 
regione T si ha 3 = 0.

Si noti che la limitazione verso l’alto del campo T con il seg­
mento di caratteristica l è del tutto fittizia : in realtà le condizioni 
al contorno riguardano esclusivamente la curva s; in tal senso si 
può dire che l’unicità della soluzione per l’equazione (1) è dimo­
strata in qualunque campo avente s per contorno e aperto verso 
l'alto.


