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Sopra una certa serie di Lam'ent di due variabili.

Nota di Rapu Babpescu (a Cluj - Romania).

In due Note presentate all’ Unione Matematica Italiana ()
abbiamo studiato un caso particolare dell’equamone integrale di
FREDHOLM, estesa nel campo complesso.

b

(1) B — fK{z, 8)b(s)ds =¥(2)
¢ ]

dove C & una curva analitica, chiusa e delimitante un dominio
semplicemente: connesso D. Il primo che abbia risoluto un’equa-
zione di questa forma, con un nucleo Kz, s) tuttavia molto parti-
colare, ¢ stato il PINCHERLE (?), e il suo studio fu generalizzato
dal sig. CiNQUINI (}) in due ben noti articoli. Nelle mie Note,
avevo fatto alcune osservazioni sul comportamento della solu-
zione ®(z) rispetto alla variabile complessa z da eui essa dipende
direttamente, e -pilt tardi (%), ho dato alcune condizioni sufficienti
affinché i tre teoremi di FREDHOLM siano ancora applicabili al-
P equazione (1), indicando anche il dominio d’esistenza nel piano z
della soluzione generale &(z) ottenuta.. In tutti questi lavori, ei
siamo limitati alla determinazione delle soluzioni che appartengono
al campo delle funzioni olomorfe rispetto a z nel dominio D e me-
romorfe in tutto ¢l piano ).

Rammentiamo le ipotesi fatte sulle funzioni note ¥(z) e Kz, s).
Esse erano supposte olomorfe tispetto a 2 nel dominio chiuso D
(qualunque sia s sulla C), il nucleo Kjz, s) avendo rispetto ad s un
numero finito % di singolaritd s, = 0,(2), funzioni di 2, a carattere
uniforme, tutte interne a]la C se z appartiene a D. In queste

1) « Boll. Unione Mat Itahana >, anno X, n. 4, pag. 217 e anno XTI,
n. 1, 1932,

(¢ ) « Rendiconti Accademia delle Scienze », Bologna, 1915-16, vol. XX.

(3) « Boll. Unione Mat. Italiana », anno IX n. 2, 1930, e seg.

(*) « Académie Roumaine des Sciences », XVI année, nn. 4-5 e XVII
année, nn. 1-2,
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ipotesi [e¢ mediante certe condizioni concernenti la struttura del
nucleo K{z, s)], tutte le soluzioni di FrREpHOLM dell’equazione (1)
erano olomorfe rispetto a' z in D, risultato ottenuto dallo studio
-dell’ equazione funzionale ' '

_ d’"b(s)} S
@ ‘ e )\421 nz;oK‘ ”(z){ ds" ls=e,z) )
che ammette le stesse soluzioni olomorfe in z su D che U equazione (1).
Le funzioni Kj, »(#) sono i coefficienti delle diverse potenze negative
di [ — 8,/{2)] nella parte principale dello sviluppo di LAURENT
relativo al niucleo K{(z, 8) che & valevole in una corona contenente
la curva intera C. ‘ k

In un recente articolo (%), il sig. C. Popovict ha introdotto nuove
ed interessantissime soluzioni rappresentate da serie di LAURENT
rispetto a A per una certa classe di equazioni integrali e funzionali.
Come la maggior parte delle equazioni studiate dal sig. Popovici
appartengono al tipo (1) e (2), un attento esame delle loro proprieta
era necessario, principalmente perchd I’ esistenza di queste solu-
zioni era a prima vista contradittoria coi tre teoremi di FREDHOLM.
In questo articolo, vogliamo mostrare su un esempio particolare,
sull’ equazione
{3) D(2) = Ap(az)
la differenza tra le soluzioni di FrEpHOLM e quelle dal sig. Po-
POVICI e, nello stesso tempo, rlsolveremo alcuni probleml sollevati
dallo stesso autore nell’ articolo citato. Possiamo supporre nell’ equa-
zione (3), senza restringerne la generalita, Iocl ~ 1 (°), quando i tre
teoremi di FrEDHOLM sono applicabili all’equazione non omogenea

4 P(2) — Ad(xz) = ¥(2).

Secondo i mostri risultati, 1’equazione omogenea (3) non pud
ammettere alcuna soluzione. ®(z) (’), meromorfa rispetto a A nel
piano intero, e olomorfa in z nella vicinanza dell’ origine, punto
che ha una grande importanza in questo studio perchd & il punto
fisso .attrattivo riépetto alla trasformazione Z -—u«z (8). La soluzione
del sig. Porovicr & rappresentata dalla serie di LAURENT
) b= T W)

N=—=DO

(®) « Matematica », Cluj, t. IX, 1935, pag. 194.

(5) Noi omettiamo il caso |«|=1 quando i tre teoremi di FREDHOLM
non sono pilt valevoli.

(") Non costante.

(®) Veggansi le nostre Note citate qui.
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nella quale la funzione g¢fz) & arbitraria (la supporremo analitica
per non introdurre delle funzioni con strane singolarita) ma scelta
in modo che questa serie converga assolutamente ed uniforme-
mente rispetto a A, per certi valori di # che saranno precisati
pit tardi.

In queste ipotesi, si osserva che la soluzione (5) non appartieite
al campo delle funzioni meromorfe rispetto a ) well intero piano
ed olomorfe in z nell’ intorno dell’ origine.

Noi daremo qui la dimostrazione di questo punto che & la
risposta alla questione sollevata dal sig. Porovict alla pag. 201
della sua Memoria: « & priori on ne peut pas affirmer cela d’une
série (qu’elle ne soit jamais méromorphe dans tout le plan 3).(%)

+o0 +00
2 a, = T Mg(a"?)
n=——00 n=i—n0
et nous doutons qu’on puisse le démontrer pour nos solutions vu
que les coefficients a, dépendent d’une fonction arbitraire q(z).
N’ existe-t~il aucune F, ¥ et z, et aucune fonclion arbitraire q(z)
qui rende (5) méromorphe en X (dans tout le plan) (%) »?

Noi abbiamo scelto qui 1’equazione particolare (4) [ed anche
la (3)], ma la dimostrazione si estende facilmente anche all’equa-
zione pili generale
4" () — AF(2)D(22) = ¥(2).

Si osserva subito che la soluzione (b) ammeite nella vicinanza
dell’ origine del piano ) almeno un punto singolare essenziale, che:
pud essere anche all’ origine, qualungue sia la funzione arbitraria q(z),
scelta per la convergenza assoluta ed uniforme, perche la parte
principale dello sviluppo (6) non pud ridursi ad un numero finito
di termini senza mancar di verificare 1’equazione (4,

Infatti, supponiamo che la serie (5) sia dalla forma (')

+o0 .
(5) 2 Mq(at2)
. n_—m
e sostituiamo in questa relazione «z al posto di z. Una moltipli-
cazione con XA ci da la funzione (*!)

2
o0 g\ o0
)\lb(m); 2 X”“q(u"’“z):—%ﬁ—_ﬁ— ~+- Z Arg(ar2)
n=—m . N=—m

(%) Completata da noi per mantenerci al punto di vista di FrREDHOLM.
Qui W(2)==0, ¢ F(2)=1.

(1%) La parte principale ha soltanto p termini.

(11) Nell’ultima uguaglianza abbiamo posto n +-1=p.
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che dev’essere, secondo !’equazione (3), idemtica in A alla ®(2),
per # appartenente al dominio di olomeorfia della ¢(2):

S 1 z o
E Mig(ay) = T q( oﬁ) + 2 rg(arz).
= -

n=—m

Questa uguaglianza si scrive ancora, dopo la soppressione della
funzione (5'), ,

1 z ' ]
lmﬂ'Q(m)EO, 0 Q(G»Ti)z();

dunque la funzione ¢(z) dev’ essere identicamente nnlla. Allora, o
la soluzione (6) considerata & anch’essa identicamente nulla, o
mnel caso contrario, essa non verifica I’equazione funzionale (3),
perchd q(z)3=0.

La stessa conclusione si presenta se noi supponiamo che la
serie (b), — adesso con una infinith di termini nella parie prin-
cipale —, & tale che, partendo da un certo ordine m, s1 abbia

S Mg(ans) =0
n=—(m-+1)
per z appartenente ad una regione di questo piano, quanto piccola
si vuole ('3). Ora, tenendo conto della convergenza assoluta ed
uniforme in X della (6), questa serie non pud essere identicamente
nulla senza avere

: ? 2
() q(ﬁ) =0, ¢ (a—ﬁ> = 0,....

Questa & una proprietdh ben nota delle serie di LAURENT. Come
tutte le condizioni (6) non possono aver luogo che per certi valori
fissi di 2 formanti un insieme numerabile (E), — si pud sce-
gliere ¢(2) in tal modo che Vinsieme degli zeri di questa funzione
contenga 1'insieme (E) —, risulta che la funzione g(z) dev’ essere
identicamente nulla.

- Queste considerazioni ci permettono 4’ affermare che la solu-
zione (B) non pud ammettere un polo di un qualunque ordine al-
Vorigine del piano ), per z appartenente ad una certa regione
(quanto piccola 8i vuole) senza essere identicamente nulla. La solu-

(12) Se questa serie & nulla, la parte principale della serie (5) contiene
un numero finito di termini ed allora, la soluzione (5) & meromorfa in
nell’ intorno dell’origine senza ammettere un punto singolare essenziale in
questa regione del piano A. E chiaro che, in tutte queste considerazioni,
abbiamo supposto il parametro A appartenente ad una certa corona del
piano 1, col centro mnell’ origine.
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zione del sig. Porovicy, dunque, non appartiene. al campo. delle
funzioni meromorfe nell intero piano X; e ancora, essa non appar-
tiene al campo delle funzioni olomorfe in z nella vicinanza del-
Uorigine, il punto fisso attrattivo della trasformazione Z — «z.
Infatti, supponiamo che ¢(2) sia una funzione olomorfa in wun
cerchio ¢ col centro nell’origine e tale che la serie (5) converga
assolutamente e uniformemente in questo cerchio, qualunque sia A
appartenente ad una certa regiome del suo piamo. Queste ipotesi, -
sufficienti per I’ olomorfia all’origine del piano # della soluzione (B),
danno come valore in questo punto 1’ espressione [pe1 q(0) 3= 0]
g(0)s = a»
Nn=-—00
che non ha senso per alcun valore di ).
Se g() ¢ della forma 27.¢'(z), con ¢'(0 :}:O il valore della fun—
zione z—2.®(z) all’origine & dato dall’espressione

e <]

q(0) = (ar)

N =00
che ancora non ha semnso per alcun valore di \.

Se vogliamo . fare un’analisi delle singolarita di ®(z) nel piano 2,
si pud osservare che esiste una classe di funzioni g(2) per la quale
queste singolarith possono esser dedotte in generale da quelle
di g¢(z). Infatti, se 2, & un punto singolare di g(2) situato a distanza
finita, tutti i punti dell’ insieme ‘ '
2 2 %

- Z By, Bon® 20&
o8’ a2’ GL’ 09 o™ oty #o

(e) e

saranno singolari per la (), e 1’ origine e 11 punto all’ 1nf1n1to
saranno anche singolari per questa soluzione, perché sono i punti
d’ accumulazione dell’ insieme (e).

Prendiamo adesso in' esame la convergenw della gerie (B): 1
condizioni di convergenza assoluta e uniforme si possono scrivere

sotto la forma ;
n— ) Q<—T)
|)\|<A=hm I (a z)l, [\ <B=lim |- a

—_— 00 z i
" " Q<F)
dove A dev’essere pilt grande che B. '
1°) T polinomi in z [per ¢(z)] non danno alcuna corona 4 >i>RB

' 1 1
dove la serie (D) sia qonvergente, perché A = = To]? < B= BIGEE ge .

su>pponiamo che ¢(z) = éf”-(ao + .+ @29,
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2°) Le funzioni intere ¢(z) possono condurre ad una serie (5)
assolutamente e uniformemente convergente in A (4 > B), ma sol-
tanto in certe regioni del piano z che non contengono I'origine.
Nel suo articolo (®) il 'sig. PoPovIc aveva scelto la seguente fun-
zione

@) | )=

dove a(z) & un polinomio arbitrario in e® di un grado superiore
all’unith, e tale che sia, sull’asse reale, a(z)3= — 1. Per questa
funzione, supponendo a(z) con .coefficienti reali, » e z reali, le con-
dizioni (6) si scrivono

C0<<os

fef®
e la serie (5) converge in ogni corona col centro all’ origine del
‘ 1
piano 3, che appartiene al cerchio || < Ta ]’ qualunque sia 2z ap-

partenente all’asse reale. Questo esempio sarebbe scelto dal sig.
Porovici per mostrare che l'origine del piano z & un punto re-
golare per la funzione ®(z) corrispondente? Noi crediamo che,
nell’ articolo citato, il sig. Porovicr faccia il suo studio. rispetto
ad una variabile complessa z e non -soltanto reale, perché, in
quest’ultimo caso, le nostre ipotesi sarebbero completamente di-
stinte. '

Supponendo dunque z complesso, la funzione ®(z) definita dalla
serie (5) che corrisponde alla funzione (7), ammettera 1’ origine del
piano z come un punto singolare essenziale benche, per z reale e
tendendo verso quel punto, si ottengano dei valori precisi e ben
definiti per ®(z). Ora, & ben noto ('4) che esistono funzioni che am-
mettono valori asintotici lungo certe curve che conducono nel loro
punto singelare essenziale. L’asse reale si presenta qui come una
tale curva lungo la quale la funzione ®(2z) tende verso un valore
asintotico preciso quando 2z tende verso 1’ origine, é tutto cid non
vuel dire che la serie (5) definisce una funzione ®(z), olomorfa
nell intorno dell’ origine. Un esempio semplice; prendiamo per ¢(z)
la funzione o .

e —1
9@ = a7

(#3) Loe. cit., pag. 201.
(14) R. NEVANLINNA, Le théoréme de Picard-Borel et la théorie des
fonctions méromorphes, Gauthier-Villars, Paris, 1929, p. 21.
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che appartiene alla classe (7) ¢ che ammette i poli

8) z;i\—g11+z)\1+2k (k, =1, %+2,.)

tutti situafi sulle rette x* —y*—=0. C’¢ una funzione olomorfa

nel cerchio ]z|<l/g, che ammette un zero doppio all’ origine;

tuttavia, la serie (5) non ha alcun senso sull’insieme di punti (E)
che appartengono alle rette x*— y*=0 e che si ottengono pren-
dendo tutti i conseguenti dei punti (8) per l’intermediario del-
I operazione Z = az. Dunque, I’origine & un punto singolare es.
senziale, limite di poli, per la funzione ®(z).

Un altro esempio; per ¢(2) ==2z%.e—#, funzione intera che possiede
le stesse proprieth con le funzioni (7), la serie (6) converge asso-
lutamente e uniformemente rispetto a A nelle stesse condizioni
che la serie precedente (e = reale), per z appartenente allo stesso
angolo delle rette x® — y*==0 che contiene anche 1’asse reale, ma
& divergente nell’angolo che contiene 1’asse immaginario.

3° Anche le funzioni g(2) razionali non assicurano in generale
la convergenza della serie (5). Osservando tuttavia che la parte
regolare e la parte principale di questa serie verificano separata-
mente 1’equazione funzionale

4 P(z) — Ad(az) = = ql2)

e che, col nostro metodo di prolungamento analitico nel piano A (*°),
il raggio di convergenza in A della soluzione generale di (4') au-
menta con p, q essendo I’ordine di molteplicith dello zero di g¢(2)
all’ origine, si pud trovare una classe di funzioni razionali ¢(2)
che assicurino la convergenza della serie (6). Poniamo dunque

(@py by=0).

A2? + @, 2P 4.+ A
bzt + b2 + ...+ b,

9 qle) = 2"+

Avremo i casi seguenti:

a) m =>0.q(z) ha un zero dell’ordine m all’origine. Se p=>gq,
la serie (B) non pud esser convergente in alcuna corcna col centro
nell’origine del piano A, per quanto essa sia piccola. Se p < ¢,
essa & convergente nella corona

|7 > (1] > [
che & esterna al cerchio unita. Questo caso & gia stato segnalato

dal sig. Porovict

(1%) Veggasi per esempio: BADESCU, « Mathematica », Cluj, 1831, pp. 36-52.
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b) m << 0-q(z) ha un polo dell’ordine m all’ origine, ma questo
<aso non entra nello studio che facciamo qui perché la solu-
zione ®(z) corrispondente ha un polo all’origine. Tuttavia, questo
caso & interessante da segnalare per la sua analogia col caso m > 0.
Infatti, se poniamo m — —m’ e q#) =2z "'.q,(z), la serie corri-

spondente (D) sard
1 S

b(2) =5 2 (;),\7;7)”111(1“2)

N===—00 »

e)eonvergera assolutamente e uniformemente in i nella corona
o e <A<

soltanto se p < q. Il caso p=gq conduce ad una serie divergente.
Dunque, per le funzioni g¢(z) razionali, é sufficiente di sup-
porre p <q, qualsiasi m posilivo, negativo o nullo, per oftenere
una serie (5) asselutamente e uniformemente convergente in A.
I risultati esposti qui, ed anche lo studio fatto da noi sull’ equa-
zione (4) ('%), c¢i permettono di enunciare per I equazione funzionale

P(2) — Ab(az) == ¥(z) Ja =1

1¥(2) olomorfa nella vicinanza dell’ origine] ire feoremi analoghi a
quelli del FREDHOLM, se ci manteniamo alle soluzioni ®(z) che ap-
partengono al campo delle funzioni meromorfe nel piano. intero X o,
€0 che & equivalente, olomorfe nella vicinanza dell’ origine del piano z.

Quest’ ultima asserzione si dimostra facilmente se cerchiamo le

soluzioni ®(z) della forma

Oftterremo il sistema infinito
d)n(l - )\01,) = Wn (M’ - 03 1’ 27 )
dove abbiamo posto

oo .
W) = 3 oW,

. n=0
1o sviluppoe della ¥(z) nell’intorno dell’ origine. La serie ben not:i,
ottenuta per questa via -

hiaid 2",
) =D
n=0

& ’uniea soluzione appartenente al campo su menzionato se X &

{*%) Loc. cit,, « Mathematica », pag. 36, 1931.
21
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I . . oo L 1 s
distinto dai valori caratteristici 1, o 1_5, i1 - Lie funzioni fon-
4 % ) .

damentali corrispondenti saranno 1, «, 22,..., «",.... Abbiamo dunque
una wunicita relativa, per utilizzare i termini introdotti dal sig.

Porovicy, perche le nuove soluzioni introdotte non appartengono
al campo considerato da noi.



