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SEZIONE SCIENTIFICA
PICCOLE NOTE

Intorno ad aleune superficie razionali del 4° ordine.

Nota di ENrico BoMPIANI (a Roma).

Suato. - Si studiano in modo diretto alcune singolarita di superficie con
punio doppio uniplanare, facendone applicazione a superficie del 4° or-
dine (gia studiate da M. NoeTHER, F. CoNroRrTO, S. FAREDO).

1. Oggetta della rieerca. — In alcune Note recenti i Sigg.
F. ConrForro {*) ed S. FAEDO (*) hanno ripreso 1’esame di due su-
perficie del 4° ordine razionali incontrate da M. NoETHER: sono le
superficie con un punto doppio uniplanare O, dotate di un tacnodo
infinitamente vieino O, (F,¥), che eventualmente pud contenere il
punto O, sulla 00, infinitamente vicino ad O, (F,?).

Il CoxFomrro si pone dal punto di vista pili naturale — proprio
della natura del problema — cio¢ quello della geometria proiettivo-
differenziale ; ed esamina quali condizioni impongano le singolarita
indicate, in O e nei punti infinitamente vicini, ad una superficie F,
anche non algebrica (e se algebrica d’ordine qualsiasi), cercando
sostanzialmente di costruire 1’inforno di O su F in direzione 00,;
e trova che dal punto di vista differenziale la particolarith che
conduce, per la F, alla F/® & caso speciale dell’altra che conduce
alla F\®, Dal punto di vista algebrico invece le F,® non appaiono
casi speciali della F\'®; anzi il CoNFoRTO determina la classe co-
mune a queste due famiglie di superficie e ritrova sui loro sistemi
rappresentativi le particolarith che gli si sono presentate nello
spazio.

(*) Sulle singolarita delle superficie F,® ed F,® di NogTHER. I. Studio
differenziale delle singolarita. II. Superficie comuni alle F, ¥ ed F,®),
« Rondiconti R. Ace. dei Lincei», vol. XXIX (1939).

(*) Sulla rappresentazione sul piano doppio di due superficie razionali
del 4¢ ordine, « Bollettino U. M. I.», serie II, anno I, n. 8 (1939).
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Tl FaEDO invece parte dalla rappresentazione delle superficie
sul piano doppio ed esamina come sorgano nei due casi le singo-
larith della curva di diramazione. : '

L’ interesse suscitato in me dalle ricerche precedenti m’induce
a riprendere 1’argomento in modo pia diretto ed elementare: anche
per evitare la considerazione di punti multipli infinitamente vicini
che, pur avendo efficacia rappresentativa, nom mi’ lascia sempre
del tutto tranquillo. Preferisco sostituire a quelle considerazioni le
nozioni precise di numero di punti d intersezione coincidenti, di
ordine di contatto, di invarianti di contatto o d’ intersezione.

Riprendo quindi dall’inizio il problema di caratterizzare local-
mente in O le superficie F tali che le loro sezioni piane per un’as-
segnata tangente per O abbiano ivi un oscnodo (due rami lineari
a contatto del 2° ordine di O, o singolarith piu elevata, che sosti-
tuisce i tre punti doppi infinitamente vicini). Si trova che le su-
perficie F si dividono in due famiglie (ben riconoscibili dall’ effet-
tiva smgolarlta della sezione piana generica) che, per superficie
algebriche di determinato ordine, sono anche di dimensioni diffe-
renti. Nel caso delle F, una di queste famiglie & costituita da co® F,
contenenti la tangente assegnata, 1’altra & quella delle F\® di
NOETHER. : . :

L’ulteriore specializzazione che porta alla F,® fa di necessitd.
appartenere queste alla prima famiglia sicche -apparisce ben chiaro
come le I7,® pur facendo parte della famiglia di F, le cui sezioni -
piane per la tangente fissata hanno un oscnodo, non sono . affatto
casi particolari delle F,'” (ma dell’altra famiglia); la classe comune
alle F,® e F“” & quella gid determinata dal CoNFoRTO: qui si-
mette in evidenza esaminando la singolarith delle sezioni plane -sul
relativo diagramma di NEwron. ©~ :

Passo poi ad esaminare le singolarith delle curve di dirama-"
zione nei due casi per mostrare direttamente: ch’esse individuano
le singolarita delle F, col punto doppio uniplanare.

2. Caratterizzazione locale delle superficie con un fascio di
sezioni piame oscnodali. — Una curva nel piano (x,y) cne apbia
in O (0, 0) un oscnodo con tangente l’asse 4 ha una equazwne del tipo-:

(2.1) Y+ ay 2% -+ a0y -+ sy -+ a40x4+ as,x“y e o4 a50x5 =0
con le condizioni

(2.2) o A= a,,? v

2.3) 405,040 — 204,000, + Q5olgy ==,

Nello spazio, in coordinate proiettive non omogenee ., Y, 2, la su-.
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perficie F passi per O (0, 0, 0) con punto doppio uniplanare (3), piano
tangente z=0, e le sezioni piane per I’asse 2 abbiano in O un
oscnodo. '

Adottate per la F le stesse notazioni del Conrorro,

: L 3 o4 5
(2.4) #t + §Biw““l + %mc‘“l + %&-xs—w -
e .

t

(2.5) By, Z)=E-ﬁf 2Y T 1l 8= 212y, By, z):i&ijzfyf-f.

la sezione prodotta dal plano Y ——-p-z su F pud ultemormvnte indi-
viduarsi con 1’equazione
(2:6) &% -+ Bor? + B,(1, D)oo + By(s, 1o + B(, 1)28 +
+ 702t 7y, 1)ex® + 1a(i 1P + 1y, 1)2%2 + (4, 1)2# + 325 + ... = 0.

Si confronti questa con la (2.1) (leggendovi 2 al posto di y); per
I’ oscnodo richiesto dev’essere

Bo==0, 4dyo=(B+ Bu)’
4(Baots* + Baatr + Bas)ro® — a0l + Y1a)YoPyy + 38, = 0.

Poiché vogliamo che queste condizioni siano identicamente sod-
dlsfatte in u deve aversi

2.7) O Be= Bio= 0 g =P Baovo? = 0
(2Bs17o — YlOﬁll)YO = O ABas¥o® — 2rnBuYe + 3Bt = 0
La quarta condizione importa v,—0 o B,, =0 (o tutte e due in-
sieme); quindi bisogna distinguere due casi.
"1° caso: y,=0. Le (2.7) danno
(2.8) . Bo=Bio=v0=281.=0;
I’equazione della superficie & del tipo
2.9) 22+ By, T+ Baly, ) + 1y, 2t + 1ol 2t + oly, 2+
+ 1Y, 2) + 3’ + .. = 0.

B necessaria una. nuova distinzione, secondo 1’ordine # delle
superficie F. '

Se n =4 l’asse x appartiene alla superficie; le sezioni piane
considerate si spezzano nell’asse x e in una C; che, per un valore
generico di p ha un flesso (ordinario) in 0 con tangente y=—2z=0.
Da questo fatto nasce il comportamento voluto in O della sezione
piana generica. ‘ '

(3j Escludo I’esame del caso in cui diventi triplo.
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Se invece » > 4 si ha per la singolarith della sezione piana una
rappresentazione del tipo x=1', 2 =«l®+ ... cio® un ramo di 2° or-
dine e 3" classe (senza escludere una particolarith piii elevata, che
si presenta se 8§, = 0: due rami di flesso a contatto del 2° ordine
in O; & questo caso che pilt assomiglia al caso n—=4, avendosi §,=0
per n =4).

2° caso: f,,=0. Le (2.7) danno

(2.10) Bo=B1=0, 4y,=B,,% Bsp=0

(2.11) 28170 — T1oBu =0, 4B,s70" — 27,817, + BBy, =0
le due ultime si possono anche scrivere (per 8,,==0)
(212) BaiBii=2v105 BasBi® — 2v,,8,, + 485,=0.

Distinguendo il caso % =4 dall’altro n > 4 si hanno rispettiva-
mente le condizioni

(213) n=4: Be=0,0=0=0, 41, =81" Bafn=2110, BaPu=211
(2.14) n>4: B,=8,0=P30==0, 4v,=8,,% BaiB11=2"10, BesBi®+43,=27,,8,,

(e queste si riducono alle precedenti se 3,=0).

Se si fa il diagramma di NEwroN relativo alla singolarith
delle sezioni piane (2.6) si riscontrano subito due rami lineari.
2=>ba*+ ..., che hanno fra loro un contatto del 2° ordine perche
I’equazione determinante b & b*+ §,,b + y,= 0, che ha la radice
doppia b= — §,,/2.

Di qui nasce I’oscnodo. Il fatto (da non assumere a priori) che
b risulta indipendente da x pud enunciarsi dicendo che tutti quegli
elementi del 2° ordine (y = vz, 2 = bx?) appartengono a qualsiasi
cono avente il vertice sull’asse x e contenente uno di essi.

Per #n =4 queste sono le F, di NorTHER, di cui gid il Con-
FORTO ha scritto 1’equazione (4). ‘

Limitandoci ad enunciare quella parte dei fatti trovati relativa
alle F, si ha:

Se fra le oo™ F, aventi un punto O biplanare assegnato con
piano tangente assegnalo 8i considerano quelle le cui sezioni piane

() F. Conrorro, Nota I, eq. (6.

Anche le superficie del 1° caso possono ottenersi imitando Panalisi del
CONFORTO, quando si ponga, per un elemento curvilineo che debba appar-
tenere alla superficie, e tangente all’asse « in 0, y = pz e 2 = pbx® + cx3.

Scritte allora le sue equazioni (8) per b, = pb e tenuto conto dell’arbi-
trarietd di ¢, da esse si ricavano non gia le (4) ma le seguenti: b =0,
Bo==B,0==7o="B11 =23 =0; queste sono appunto le (2.8) che caratterizzano
il 1° caso.
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per una tangente pure assegnata hamno mel pumto wn oscnodo si
ottengono due famiglie distinte:

1) una famiglia di oo*'F, che passano per la tangente asse-
gnata; quelle sezioni si compongono di questa e di una C; avente O
per flesso con quella tangente di flesso;

2) una famigtia di o' F, che sono le F,”” di NOETHER.

3. Ulteriore specializzazione della singolaritd. — Domandia-
moci ora se esistano superficie dotate oltre che della proprieta pre-
cedente (oscnodi di quelle sezioni piane) dell’altra che il piano
tangente in O le seghi in una curva con punto triplo a tangenti
coincidenti.

La condizione ora espressa importa che sia 8,,=—=0; questa con-
dizione ¢ gid soddisfatta nel 2° caso, quindi tutte le superficie di
questa famiglia, ciod le F,* nel caso n =4, sono tutte del tipo
che si vuol caratferizzare.

Invece nel primo caso si ha una sottofamiglia di quella gia
esaminata di equazione (8, =B;4==8,,="F=1y,=0):

(B.1) 2+ (Byy + By@)ea + By, 2) + 11(Y; 2P e - 82 + ... = 0.

Risulta chiaramente di qua che per » =4 queste non sono caso
particolare delle F,® bensl dell’altra famiglia di F, con un fascio
di sezioni piane oscnodali.

Le supertficie ora trovate, assegnati O, il piano ivi tangente ¢ la
tangente singolare, sono oo™ mentre le F,® sono oo ; la differenza
fra i due casi sta in cid che V elemento del 20 ordme E, sostegno
dell’ oscnodo di una di quelle sezioni & di flesso (rettzlmeo) perle F,
ora trovate e non & di flesso (curvilineo) per le F, ™.

. 4. Le superflcie comuni alle famiglie F,* ed F,». — Wsami-
niamo le sezioni y =pz. La (3.1) da
(41) 2+ (Bl v Baa)et@ 4 Byl 1)2% 4 (Yagh + vy))e® + v, (1, 1)2%? 4
+ Yolt, D' + n(w et -+ 3a® 4 ... = 0.

Se 3,30 si ha un ramo del tipo
2= = ot + ,1® +
e risulta o,* = — 8, «; =~ (Y, + Yn)/2; quindi V'E, risulta indi-
pendente da p se e solo se v,,=0.

Se 8,=10 bisogna distinguere secondo che n=4 o n > 4. Ne|
caso # > 4 si hanno in generale due rami de) tipo '

2= ax® + .. —



310 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

.© per essi ,
'+(Y10F"+Yn)°‘+5020_ -

(essendo ¢, il coefficiente x® in F) e questi due rami non dipendono
da i solo se y,,=0 (ed hanno contatto armonico se, essendo ¢,3=0
risulta y,,=1y,,= 0).

Se invece n =4 si stacca dalla sezione 2=0 e il ramo di flesso
2 = ox® ... & determiuato da

%4 (Yt + ¥) =0

ed & indipendente da w solo se y,,=0 e y,, 0.

Tenendo presente solo quest’ ultimo fatto possiamo dire:

. Nella famiglia oo*® di ¥, sopra determinata (n. 3) esiste una fa-
mighia o' di F, tali che le sezioni piane per la tangente singolare
hanno. B, di flesso appartenenti tutti al cono che da un punto qual-
stasi della tangente proietla uno dz' e8si.

Questa famiglia (per cui By=28,, =B, =Y, =10 = 0) & quella
della F,® di NOETHER, come rlsulta dalle condizioni trovate per
queste dal CONFORTO. ‘ »

Se poi anche y,, =0 (quindi «=0), 'la sezione piana prodotta
da y —p#z si spezza nella tangente singolare jcontata due volte e
in una conica (non passante in generale per 0). Indichiamo queste
superficie con F,®.

Tanto le F,* che le F,® possono caratterlzzarm nella famlgha
oot di F, in altro modo.

_ Infatti il piano tangente ad una di queste ultlme, di equazwne
(3.1), nel punto (x,,0,0,#,) della tangente singolare &. vy + v,,2=0
{(per x,==0); esso coincide con z==0 nel caso della F,® e diviene
indeterminato mel caso delle F,™.

In questo ultimo caso ogni punto della retta singolare & punto
deppio biplanare; e precisamente la coppia di piani tangenti @
definita da ‘ ' '

T10%*Y? + (@z;to “+ Taro)EY2 + (E,F + Bos®oby + Y23%0%)2* = 0

di qua si ha il significato di y,,—= 0 (della coﬁpia fa sempre parte
2=0). In generale (cio® per y,,4=0) si hanno due punti (oltre x,=0)
uniplanari dati da

(Barfo 4+ 721%0)* — dy30(ty" + Baaoly -+ T507,7) = 0

(prendendo uno di essi come #,=0 e il piano tangente doppio come
4 =0 si ha y,,=1v,,=0; se I’altro punto uniplanare si prende
come punto unita e il piano come piano unitd per la tangente sin-
golare si ha inoltre 8,, == — 2y,,, B,y = 140 — 1).
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L’ ultima famiglia, delle F,®, si ottiene anche dalle F,®, cioe
dalle (2.13), ponendovi 8, =0 sicché .in questo senso si possono
considerare le F,® anche come caso particolare delle F,®. Perd &
da notare che le (2.13) (o le (2.12) per 3,= 0) si sono ottenute dalle
(2.11) dividendole per §,,4=0 e quindi se si parte dalle condizioni
(2.10) e (2.11) che traducono in modo immediato le ‘condizioni per
Ioscnodo mon vi si pud porre 8,,=0 per ottenere le F,®; che se
cosl si fa si ottiene [30__(310_(3“_{3,0_70__0 cio¢ la famiglia oo
di F, gla trovata al n. 3. Cio spiega bene, mi pare, perche le due
tamiglie F,®, F,® senza essere un caso partlcolare delValtra, hanno
in comune la famiglia F.

5. Esame delle singolaritd della curva di diramazione per i
tipi di F,. — Occupiamoci ora della curva di diramazione per mo-
strare come le sue singolarith determinino quelle dei vari tipi di F,

_esaminati. o . . .

L’ equazione di F,, (con punto uniplanare;) in coordinate omo-
genee sia .

5.1 - FE + Oy, y, 2P+ P, y, 2) =0

essendo &;, ®, forme di 3° e 4° grado in =, ¥, 2. 7
Il cono circoscritto da @ (0, 0, 0, 1) alla superficie ha equazione

5.2) - ¢, y, 2) — 427D (x, 4, 2) =0

e questa & anche, sul piano doppio t__ 0, I'equazione della C, di
diramazione.

Questa C tocca @, =0 nei dodici punti a mtersemone con lb3_0
ed ha tre punti dopp1 nelle intersezioni di ®;==0 con z=0. Singo-
larith pit particolari si hanno per relazioni pii partlcolarl fra

;1 =0, &, =0,2=0,

Esammlamo appunto le singolarith della C, relative alle varie
F, che ci si sono presentate nel punto 0’ (1,0,0,0) & intersezione
della tangente singolare con #=0. ,

@) Per le oco'' F, soddisfacenti alla (2.8), e fatto x=1 si ha
per G, ‘ o

B3) [82(0 2) + Bults AT — 250,01, 2) + 14lt 2) + Valt> 2) - 740 2)] = .

Se si fa il diagramma di NEwToN () relativo alla s1ng01ar1td
in esame (segnando per il termine gy "2* il punto di coordinate
D, q) si Vede che la spezzata separatrice ha i vertici (0,3) (1,2) (4,0)
qulndl si ha in 0’ un ramo cuspldale con tangente z=0 e un

) 11 lettore & pregato di farsi le facili figure.
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ramo lineare con tangente diversa da 2=20, y,,y + 1,,2=0 (se invece
fosse y,,=0 si avrebbe un solo ramo del tipo y=18, z=ci!+ ..).

b) Per le oo®® F, (3.1) per le quali B;=B,,=B1=Buw=".=0,
nel diagramma relativo alla singolarita in O’ sono vertici della
separatrice (0,3), (1,2) e (6,0) quindi si ha un ramo del tipo y=1=%,
z=uf’ .. e un ramo lineare con tangente y,;y + v;,#=0.

¢) Per le co®F;® per le quali alle precedenti bisogna aggiun-
gere 1,,=>0 (ma y,, &= 0) manca nel diugrammu il punto (1,2) quindi
1a separatrice si rettifica nella congiungente i punti (0,3), (2,2), (4,1),
(6,0): nascono quindi per C, tre rami lineari tangenti in O’ (in altri
termini: due punti tripli infinitamente vicini). :

d) Per le oco¥F,® che si ottengono dalle precedenti aggiun-
gendo la condizione y,, =0 viene a mancare il vertice (0,3) e quindi
in luogo del primo tratto (in alto a sinistra) di separatrice si intro-
duce il tratto rettilineo per i punti (0,4), (1,3), (2,1); poi. la separa-
trice continua come nel caso precedente. 8i ha un punto quadruplo
per cui passano due rami lineari tangenti a =0 e due rami li~
neari con tangenti diverse da z=0 e in generale anche fra loro.

¢) Per le co'"F,® caratterizzate dalle (2.13) (8, ==,0 = By =0,

4y = Byy®s BaiBri = Y105 PasBii = 2v11, By 0) 8i ha per la C;
[8.:2 + By + Bug)e + Buy, 2)1° — 427y, + 1i(y, #) + 1y(ye) + .. ] =0
e sviluppando e tenendo conto‘ delle condizioni ricordate
2128, Buly; )+ A(Bsy + Bu)® — dly A1 + . =0

ove i ... indicano termini in y e z di 5° e di 6° grado contenenti
coefficienti B, y non vincolati affatto dalle condizioni caratteriz-
zanti la F,"; manca il termine in #° Sicch® in questo caso la C,
ha un punto quadruplo in O’ per cui passano quattro rami lineari
di cui uno con tangente 2—=0 & di flesso.

I punti della separatrice sono (0,4), (1,3), (2,2), 8,1) e (6,0); i
primi quattro stanno su di un tratto rettilineo (che da luogo ai tre
- rami con tangente diversa da z==0) e cosl gli ultimi due che de-
terminano il ramo di flesso.

11 coefficiente del termine in y®z & 28,,8,,; ma & By, == 0 se la C,
non & spezzata (I’unico termine nella sola y essendo B,,%y%); quel
termine non pud mancare che se §,,=0; in questo caso si ha.
una F® (caso d). Mancando il punto (3,1) nel diagramma la sepa-
ratrice si compone del tratto rettilineo per i punti (0,4), (1,3), (2,2}
e dell’altro per i punti (2,2), (4,1), (6,0). come 8’ era gia trovato giun-
gendovi, con diversa deformazione del diagramma relativo a Ce»
dalle F/®,
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6. Caratterizzazione dei tipi F, a partire dalle singolarita
della curva di diramagione. — Invertiamo ora quanto precede
mostrando che le singolarith di C; in O’ caratterizzano quelle
delle F, in O. ,

Ci riferiamo sempre alle (6.1) e (6.2) con

(1, y, 2) =By + By, 2) + Buly, 2) + Byly, 2)
(1, 4, 2) = Yo + 1,8 2) + 1a(Ys 2) + 14(y, 2) + 1y, 2).

Affinche la C,, @' =42'®,, passi per 0’ e abbia ivi almeno un
punto triplo dev’essere
‘ Bo="0810=0, B,)°=4y,.

Se s’impone che per esso passi un ramo cuspidale ordinario
(y=1*t, z=at®*+..) con tangente z—=10 e un ramo lineare si ha
B =0, By, ==0, v,, =0 e queste condizioni caratterizzano le co®'F,
del caso a).

Be invece la C, in 0" deve avere un ramo cuspidale di 2* specie
con tangente 2=0, (=14, 2—«f* +..) e un ramo lineare (con
tangente diversa da #=10) si ha B,=8,,=f,, =By =7,=0 (e 7,,F0)
e con c10 si sono caratterizzate le oo™ F, del caso b).

Il punto triplo in 0’ a tangenti coincidenti 2—=10 da le condi-
zioni By =Py =By =Ys =710 =0; e se deve derivare da tre rami
lineari tangenti (quindi se nell’equazione di C, debbono mancare
i termini in g%z, y!, y%) dev’essere anche B,, =0, cio® questa sin-
golarita caratterizza le co®F,® del caso c) (%).

Per avere un punto quadruplo in 0’ bisogna, oltre a B, =58,,=0,
Bt =4y, avere B,,B,0 = 0, BBy = 21105 B1aBse = 2v,, e affinch® una
deHe tangenti sia # — 0 dev’ essere $,, = 0. Dopo cid se z = 0 dev’es-
sere tangente doppia, semza che C, si spezzi, dev’essere §,,=0,
8;03=0; ciod, riassumendo le condizioni trovate,

Bo=Bu=Bn=B=T=Tiw=1,=0;

e queste caratterizzano il caso d) delle Fo,

Se invece # =10 & tangente semplice (in 0' quadruplo) & 8,,4=0
e quella tangente & necessariamente di flesso. Cid caratterizza
le F,® del caso e).

(® Si pud ottenere un puntv triplo con tangenti coincidenti in z2=0
anche quando sia §;,+0 con le condizioni By=B,,=8,y=0, B, 2=47,,
BisBei=2v0 (e Bi(Bre=k 2v(( 80 la molteplicith di O’ non supera 3); la con-
dizione relativa ai 3 rami lineari tangenti porta poi §,,—0 e allora C, si
spezza in £2==0 e in una quartica; basta quindi escludere lo spezzamento
per caratterizzare, con la singolaritd detta in 0', le F,®, Basta anzi esclu-
dere che uno dei rami sia di flesso.



314 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Anche da questo punto di vista (delle curve di dirdmazione)
le F'® appariscono come caso particolare sia delle F,® (quando il
punto O’ da triplo diviene quadruplo conservando due tangenti
coincidenti in 2 =0) sia delle F,® (quando la tangente z2=0 da
semplice diviene doppia). ' ‘



