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SEZIONE SCIENTIFICA
PICCOLE NOTE

Intorno ad alcune superfìcie razionali del 4° ordine.
Nota di Enrico Bompiani (a Borna).

'Sunto.*- Si studiano in modo diretto alcune singolarità di superficie con 
punto doppio uniplanarCf facendone applicazione a superficie del 4° or­
dine (già studiate da M. Noether, F. Conforto, 8. E aedo).

1. Oggetto della ricerca. — In alcune Note recenti i Sigg. 
F. Conforto (*) ed 8. Faedo (*) hanno ripreso F esame di due su­
perficie del 4° ordine razionali incontrate da M. Noether: sono le 
superficie con un punto doppio uniplanare 0, dotate di un tacnodo 
infinitamente vicino 0l (F/**), che eventualmente può contenere il 
punto O- sulla 00z infinitamente vicino ad O, (F/3)).

Il Conforto si pone dal punto di vista più naturale — proprio 
della natura del problema — cioè quello della geometria proiettivo- 
differenziale ; ed esamina quali condizioni impongano le singolarità 
indicate, in 0 e nei punti infinitamente vicini, ad una superficie F, 
anche non algebrica (e se algebrica d’ordine qualsiasi), cercando 
sostanzialmente di costruire l’intorno di 0 su F in direzione 00^; 
e trova che dal punto di vista differenziale la particolarità che 
conduce, per la F, alla F4(3) è caso speciale dell’altra che conduce 
alla F4(2). Dal punto di vista algebrico invece le F4(3) non appaiono 
casi speciali della F4(2) ; anzi il Conforto determina la classe co­
mune a queste due famiglie di superficie e ritrova sui loro sistemi 
rappresentativi le particolarità che gli si sono presentate nello 
spazio.

(9 Sulle singolarità delle superficie F4(2) ed F4(3) di Noether. I. Studio 
differenziale delle singolarità. II. Superficie comuni alle F4(2) ed F4(3), 

« Rendiconti R. Acc. dei Lincei », vol. XXIX (1939).
(2) Sulla rappresentazione sul piano doppio di due superficie razionali 

del 4° ordine, « Bollettino U. M. I. », serie II, anno I, n. 3 (1939).
20
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Il Faedo invece parte dalla rappresentazione delle superficie 
sul piano doppio ed esamina come sorgano nei due casi le singo­
larità della curva di diramazione.

L’interesse suscitato in me dalle ricerche precedenti m’induce 
a riprendere l’argomento in modo più diretto ed elementare : anche 
per evitare la considerazione di punti multipli infinitamente vicini 
che, pur avepdo efficacia rappresentativa, nop mi lascia sempre 
del tutto tranquillo. Preferisco sostituire a quelle considerazioni le 
nozioni precise di numero di punti d’intersezione coincidenti, di 
ordine di contatto, di invarianti di contatto o d’intersezione.

Riprendo quindi dall’inizio il problema di caratterizzare local­
mente in 0 le superficie F tali che le loro sezioni piane per un’as- 
segnata tangente per 0 abbiano ivi un oscnodo (due rami lineari 
a contatto del 2° ordine di 0, o singolarità più elevata, che sosti­
tuisce i tre punti doppi infinitamente vicini). Si trova che le su­
perficie F si dividono in due famiglie (ben riconoscibili dall’ effet­
tiva singolarità della sezione piana generica) che, per superficie 
algebriche di determinato ordine, sono anche di dimensioni diffe­
renti. Nel caso delle F4 una di queste famiglie è costituita da oo21 F± 
contenenti la tangente assegnata, l’altra è quella delle F4<r> di 
Noether.

L’ulteriore specializzazione che porta alla F43y fa di necessità 
appartenere queste alla prima famiglia sicché apparisce ben chiaro 
come le F4(3) pur facendo parte della famiglia di F4 le cui sezioni 
piane per la tangente fissata hanno un oscnodo, non sono affatto 
casi particolari delle F42) (ma dell’altra famiglia); la classe comune 
alle F4w e _F4(3) è quella già determinata dal Conforto : qui si 
mette in evidenza esaminando la singolarità delle sezioni piane sul 
relativo diagramma di Newton. >

Passo poi ad esaminare le singolarità delle curve di dirama­
zione nei due casi per mostrare direttamente ch’esse individuano 
le singolarità delle F4 col punto doppio uniplanare.

2. Caratterizzazione locale delle superficie con un fascio di 
sezioni piane oscnodali. — Una curva nel piano (x, y) cne aiobia 
in 0 (0, 0) un oscnodo cón tangente l’asse y ha una equazione del tipo

(2.1) ?/’-+- a^xhj -t altxy'-i- a03y3+ a40æ4H- a^y -i- ... t aMx?... — 0 

con le condizioni
(2.2) 4cr4,— a21 2

(2.3) 4ana40’—2a81a40an + a50aìl2=0.

Nello spazio, in coordinate proiettive non omogenee x, y, 0, la su­
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perficie F passi per 0 (0, 0, 0) con punto doppio uniplanare (3), piano 
tangente z = 0, e le sezioni piane per l’asse x abbiano in 0 un 
oscnodo.

Adottate per la F le stesse notazioni del Conforto,
3 4 5

(2.4) s* -+- 'SßiX3~1' -+- Irfcx4- S&iX= 0
0 0 0

e

(2.5) px», *)=ïi(»j *) = oà $) = ...
0 o y

la sezione prodotta dal piano y ~^z su F può ulteriormente indi­
viduarsi con l’equazione

(2.6) a2 4-- ß0^8 -+- ßi(H ■+■ MlS 1)s2M ß3(|X, 1)s3 4-
7üM4 ■+■ ïi(f5 l)^3 7»(^, ■+- 7s(^, 1)s8M 4- y4(|A, 1)3*4- 2^4- ... = 0.

Si confronti questa con la (2.1) (leggendovi s al posto di y); per 
1’ oscnodo richiesto dev’ essere

ßo = O. 4Ï0 = (£ioix 4- ßn)«.
4(ßjo!x* ßsif* Pîs)ïo* ^(ïioK Yii)YoPh ■+• ®oßu2 — O-

Poiché vogliamo che queste condizioni siano identicamente sod­
disfatte in jx deve aversi
(2.7) ß. = ßl0==0, 4y. = ^A IW = 0.'

(2ß2,Yo — Yioßnfro — 4ßnYo2 — 2YnßnYo +• 80ßn2 — 0.

La quarta condizione importa 70 — 0 o ß20 = 0 (o tutte e due in­
sieme); quindi bisogna distinguere due casi.

1° caso : y0 = 0. Le (2.7) danno

(2.8) ßo — ßio 7o ßn ~ 0 ;
l’equazione della superficie è del tipo

(2.9) s2 4- ßXr/, z)x 4- ß3(y, z) 4- à, z)x3 4- y2(y, z)x* 4- y3(y, z)x 4-
74(y, s) ■+■ go^5 -+- - = o.

È necessaria una nuova distinzione, secondo l’ordine n' delle 
superficie F.

Se n = 4 l’asse x appartiene alla superficie; le sezioni piane 
considerate si spezzano nell’ asse ce e in una C3 che, per un valore 
generico di [x ha un flesso (ordinario) in Ü con tangente y = z = 0. 
Da questo fatto nasce il comportamento voluto in 0 della sezione 
piana generica.

(3) Escludo l’esame del caso in cui diventi triplo.
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Se invece n > 4 si ha per la singolarità della sezione piana una 
rappresentazione del tipo x — t\ z = a£5 4- ... cioè un ramo di 2° or­
dine e 3a classe (senza escludere una particolarità più elevata, che 
si presenta se 80 = 0 : due rami di flesso a contatto del 2° ordine 
in 0 ; è questo caso che più assomiglia al caso n = 4, avendosi 80=r 0 
per n — 4).

2° caso : ß20 = 0. Le (2.7) danno

(2.10) ß„ = ßlo=O, 4Yo=.ß11», ßM=0

(2.11) YIoßn=zO, 4ß22Yo* jjßiiYo ■+- 80ßn* = 0

le due ultime si possono anche scrivere (per ßn=|=0)

(2.12) ßsißn = ^Yi0? lWn,— 2ïi1pn+-48^=0.

Distinguendo il caso n = 4 dall’ altro n > 4 si hanno rispettiva­
mente le condizioni

(2.13) n—4: ßo=:ßio“ ßso—O, 4y0z=:ßll8, ß2ißn~2Y10, ßz-ßn—2Y^

(2.14) *>4: ßo=ßlo=ßlo=O, 4Yö-ßn2, ß21ßn=2Y10, ßS2ßll24-480^2Y11ßn

(e queste si riducono alle precedenti se 8o=O).
Se si fa il diagramma di Newton relativo alla singolarità 

delle sezioni piane (2.6) si riscontrano subito due rami lineari, 
s = bxl 4- ..., che hanno fra loro un contatto del 2° ordine perchè 
l’equazione determinante b è b* 4- ßn6 -4- Yo~ 0, che ha la radice 
doppia 6 = — ßn/2.

Di qui nasce l’oscnodo. Il fatto (da non assumere a priori) che 
b risulta indipendente da ku può enunciarsi dicendo che tutti quegli 
elementi del 2° ordine (y = o.s, s — bx2) appartengono a qualsiasi 
cono avente il vertice sull’ asse x e contenente uno di essi.

Per n = 4 queste sono le F4(2) di Noether, di cui già il Con­
forto ha scritto l’equazione (4).

Limitandoci ad enunciare quella parte dei fatti trovati relativa 
alle F4 si ha :

Se fra le oo25F4 aventi un punto O biplanare assegnato con 
piano tangente assegnato si considerano quelle le cui sezioni piane

(4) F. Conforto, Nota I, eq. (6').
Anche le superficie del 1° caso possono ottenersi imitando l’analisi del 

Conforto, quando si ponga, per un elemento curvilineo che debba appar­
tenere alla superficie, e tangente all’ asse x in 0, y = p# e z = pése2 4- ex3.

Scritte allora le sue equazioni (3) per b2 = pS e tenuto conto dell’arbi­
trarietà di c, da esse si ricavano non già le (4) ma le seguenti : b = 0, 
ß0 — ßio = Yo= ßn = 00 = 0 ; queste sono appunto le (2.8) che caratterizzano 
il 1° caso.
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per una tangente pure assegnata hanno nel punto un oscnodo si 
ottengono due famiglie distinte :

1) una famiglia di oon F4 che passano per la tangente asse• 
gnata; quelle sezioni si compongono di questa e di una C3 avente O 
per flesso con quella tangente di flesso;

2) una famiglia di oo19 F4 che sono le F4(l) di Noether.

3. Ulteriore specializzazione della singolarità. — Domandia­
moci ora se esistano superficie dotate oltre che della proprietà pre­
cedente (oscnodi di quelle sezioni piane) dell’altra che il piano 
tangente in 0 le seghi in una curva con punto triplo a tangenti 
coincidenti.

La condizione ora espressa importa che sia ?2o — O; questa con­
dizione è già soddisfatta nel 2° caso, quindi tutte le superficie di 
questa famiglia, cioè le F4(S) nel caso n = % sono tutte del tipo 
che si vuol caratterizzare.

Invece nel primo caso si ha una sottofamiglia di quella già 
esaminata di equazione (ß0 = ß10— ßn = ßl0 — 7o----- 0) :

(3.1) Sî -+- (ßMy 4- ßrrS)SM -4- ssà z) 4- Z)x8 -4-.... 4- -4- ... 0.

Risulta chiaramente di qua che per n = 4 queste non sono caso 
particolare delle .F4(ì) bensì dell’ altra famiglia di F4 con un fascio 
di sezioni piane oscnodali.

Le superficie ora trovate, assegnati O, il piano ivi tangente e la 
tangente singolare, sono oo20 mentre le F4(2) sono oo19la differenza 
fra i due casi sta in ciò che V elemento del 2° ordine E2 sostegno 
dell’oscnodo di una di quelle sezioni è di flesso (rettilineo) per le F4 
ora trovate e non è di flesso (curvilineo) per le F4(ì).

4. Le superficie comuni alle famiglie F4(’> ed F4(3). — Esami­
niamo le sezioni y = pz. La (3.1) dà

(4.1) B* 4- (!W » + (TioP- +■ Yn)*«1 +- Yx(fx, 1 )z*x*
-4- Y8(|â, 1)z*X -4- Y4(|X, 1 )z4 -4- 00x5 4- ... = 0.

Se 30 =}=0 si ha un ramo del tipo

S == t*,Z = 0C0t5 4- a^6 -4- ...

e risulta a02 = — 80, a, = — (YioF- 4" Yii)/2 5 quindi l’E6 risulta indi­
pendente da p. se e solo se Yia — O.

Se 80 = 0 bisogna distinguere secondo che n = 4 o n > 4. Nel 
caso n > 4 si hanno in generale due rami del tipo

Z == XX3 4- ... —
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e per essi
■+“ (ïioP- ■+■ Yn)Ä eo = °

(essendo s0 il coefficiente æ6 in F) e questi due rami non dipendono 
da p. solo se y10 = 0 (ed hanno contatto armonico se, essendo s0 4= 0 
risulta ïlo = Y11 = O).

Se invece n — 4 si stacca dalla sezione s —0 e il ramo di flesso 
z = a#3 -4- ... è determinato da

«-HYio^ + Yh^0

ed è indipendente da y. solo se ylo = O e yH 4=0.
Tenendo presente solo quest’ ultimo fatto possiamo dire :
Nella famiglia 0080 di F4 sopra determinata (n. 3) esiste una fa­

miglia 0019 â F4 toZi che le sezioni piane per la tangente singolare 
hanno E3 di flesso appartenenti tutti al cono che da un punto qual­
siasi della tangente proietta uno di essi.

Questa famiglia (per cui ß0 — ß10 =. ßn — y0 -- y10 — 0) è quella 
della Jt4(3) di Noether, come risulta dalle condizioni trovate per 
queste dal Conforto.

Se poi anche yn=0 (quindi a = 0), 'la sezione piana prodotta 
da y = pz si spezza nella tangente singolare ^contata due volte e 
in una conica (non passante in generale per 0). Indichiamo queste 
superficie con F4{3).

Tanto le F4(8) che le _F4(3) possono caratterizzarsi nella famiglia 
oc20 di F4 in altro modo.

Infatti il piano tangente ad una di queste ultime, di equazione
(3.1),  nel punto (Ny, 0, 0, ty) della tangente singolare è yÌQy
(per #oz|=O); esso coincide con s — 0 nel caso della F4(3) e diviene 
indeterminato nel caso delle F4(3>.

In questo ultimo caso ogni punto della retta singolare è punto 
doppio biplanare ; e precisamente la coppia di piani tangenti è 
definita da

Ti#®oV ■+■ (Psi*o + (V + Mo*o' +“ — 0 !

di qua si ha il significato di y20 = 0 (della coppia fa sempre parte 
0 — 0). In generale (cioè per y20 0) si hanno due punti (oltre xQ = 0)
uniplanari dati da

(Mo Yoi«o)’ — 47ìo(V -+- Mo*o = 0

(prendendo uno di essi come tQ = 0 e il piano tangente doppio come 
y- — 0 si ha Y2l = y22 = 0; se l’altro punto uniplanare si prende 
come punto unità e il piano come piano unità per la tangente sin­
golare si ha inoltre ß21 = — 2y20, 822 = y20 — 1).
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L’ultima famiglia, delle F4{3\ ^i ottiene anche dalle F4'\ cioè 
dalle (2.13), ponendovi 0n = 0 sicché in questo senso si possono 
considerare le J7/3) anche come caso particolare delle _F4(2). Però è 
da notare che le (2.13) (o le (2.12) per == 0) si sono ottenute dalle 
(2.11) dividendole per ßn=]=0 e quindi se si parte dalle condizioni 
(2.10) e (2.11) che traducono in modo immediato le condizioni per 
l’oscnodo non vi si può porre ßn = 0 per ottenere le _F4(2); che se 
così si fa si ottiene ß0= =.ßn — ß20 = y0 — 0, cioè la famiglia oo?0 
di F4 già trovata al n. 3. Ciò spiega bene, mi pare, perché le due 
famiglie jF4(2), F4{3} senza essere un caso particolare dell’altra, hanno 
in comune la famiglia F43).

5. Esame delle singolarità della curva di diramazione per i 
tipi di Ff. — Occupiamoci ora della curva di diramazione per mo­
strare come le sue singolarità determinino quelle dei vari tipi di F4 
-esaminati.

L’ equazione di F4 (con punto uniplanare) in coordinate omo­
genee sia
(5.1) zW1 -4- chz(n, A, cht-»-ch4(ce, y, z) == 0

essendo 03, <P4 forme di 3° e 4° grado in x, y. z.
Il cono circoscritto da 0 (0, 0, 0, 1) alla superficie ha l’equazione

(5.2) ch/(M, y, z) — 4s2ch4(^, y, z) = 0

e questa è anche, sul piano doppio t — 0, l’equazione della C6 di 
diramazione. '

Questa CQ tocca 4>4 —0 nei dodici punti d’ intersezione con <I>3 = 0 
ed ha tre punti doppi nelle intersezioni di 4>3 = 0 con z — 0. Singo­
larità più particolari si hanno per relazioni più particolari fra 
ch3 — 0, <I>4 ~0, — 0.

Esaminiamo appunto le singolarità della C6 relative alle varie 
F4 che ci si sono presentate nel punto 6' (1, 0, 0, 0) d’intersezione 
della tangente singolare con t — 0.

a) Per le oo’1 F4 soddisfacenti alla (2.8), e fatto x = l si ha 
per Ce
(5.3) [ßs(y, s) $t(y, «)]’ — 4z5[y2{y, s) -t- Yî(y, s) Ï3(y, s) Ï4(y, z)] — 0.

Se si fa il diagramma di Newton (5) relativo alla singolarità 
in esame (segnando per il termine apqypzq il punto di coordinate 
p, q) si vede che la spezzata séparatrice ha i vertici (0,3) (1,2) (4,0) 
quindi si ha in Ò' un ramo cuspidale con tangente s — 0 e un

(5) Il lettore è pregato di farsi le facili figure. 
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ramo lineare con tangente diversa da 0=0, 7,oz/-k-7nS=0 (se invece 
fosse 7,o = 0 si avrebbe un solo ramo del tipo y = t9, 0 = af4-+-...)-

b) Per le oot0 F4 (3.1) per le quali ß0 = ßlos=p11 = ßt0 = 7o=O> 
nel diagramma relativo alla singolarità in 0' sono vertici della, 
séparatrice (0,3), (1,2) e (6,0) quindi si ha un ramo del tipo y =
z = af8,... e un ramo lineare con tangente -+- 7n0 = 0.

c) Per le oc19F4(3) per le quali alle precedenti bisogna aggiun­
gere 7,0 = 0 (ma 7,, 0) manca nel diagramma il punto (1,2) quindi
la séparatrice si rettifica nella congiungente i punti (0,3), (2,2), (4,1),. 
(6,0) : nascono quindi per C3 tre rami lineari tangenti in 0' (in altri 
termini: due punti tripli infinitamente vicini).

ck) Per le oo18.F4<3) che si ottengono dalle precedenti aggiun­
gendo la condizione 7,, = 0 viene a mancare il vertice (0,3) e quindi 
in luogo del primo tratto (in alto a sinistra) di séparatrice si intro­
duce il tratto rettilineo per i punti (0,4), (1,8), (2,1) ; poi, la sépara­
trice continua come nel caso precedente. Si ha un punto quadruplo 
per cui passano due rami lineari tangenti a 0=0 e due rami li­
neari con tangenti diverse da 0 = 0 e in generale anche fra loro-

e) Per le oolpF4(SÌ caratterizzate dalle (2.13) (ß0 = ßJ0 = ßJ0 = 0„ 
47, — ^11', ß«ißn = 2yï0, Mh = 27ii, ßn=l=0) si ha per la C6

+ (M 4- fi»-)- + ß,(y, z)]' — 4s![Ï0 -+- 7,(N, «) 74- •••] — »

e sviluppando e tenendo conto delle condizioni ricordate

S1ch -+- + M)! — 47,(y, S)1 ! 4-... — 0

ove i ... indicano termini in y e 0 di 5° e di 6° grado contenenti 
coefficienti ß, 7 non vincolati affatto dalle condizioni caratteriz­
zanti la -F4(,); manca il termine in U8. Sicché in questo caso la C6 
ha un punto quadruplo in 0' per cui passano quattro rami lineari 
di cui uno con tangente 0 = 0 è di flesso.

I punti della séparatrice sono (0,4), (1,3), (2,2), (3,1) e (6,0) ; i 
primi quattro stanno su di un tratto rettilineo (che dà luogo ai tre 
rami con tangente diversa da 0 = 0) e così gli ultimi due che de­
terminano il ramo di flesso.

II coefficiente del termine in y*z è 2ßnßg0; ma è ßl0 4= 0 se la 
non è spezzata (l’unico termine nella sola y essendo ß30*ye); quel 
termine non può mancare che se ß,, = 0 ; in questo caso si ha 
una J78> (caso ck). Mancando il punto (3,1) nel diagramma la sépa­
ratrice si compone del tratto rettilineo per i punti (0,4), (1,3), (2,2)- 
e dell’ altro per i punti (2,2), (4,1), (6,0) come s’era già trovato giun­
gendovi, con diversa deformazione del diagramma relativo a C6> 
dalle P/
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6. Caratterizzazione dei tipi F4 a partire dalle singolarità 
della curva di diramazione. — Invertiamo ora quanto precede 
mostrando che le singolarità di C6 in 0' caratterizzano quelle 
delle F* in 0.

Ci riferiamo sempre alle (5.1) e (5.2) con

•Mi, N, ») = ?» ■+■ fi.lr/, s) -+- fià ch -+- My, ch
^(1, y, s) — T» -+- Ti(ÿ, ») và ») + ») + T<(y, ch.

Affinchè la C6, d>82 = , passi per 0' e abbia ivi almeno un
punto triplo dev' essere

Po Pio — 0, ßn2 ~4y0.

Se s’impone che per esso passi un ramo cuspidale ordinario 
(U = t®, s — at9 -+-...) con tangente & = 0 e un ramo lineare si ha 
ßn = 0, ßj0 4= 0, y10 4= 0 e queste condizioni caratterizzano le oo*1 
del caso a).

Se invece la C8 in 0' deve avere un ramo cuspidale di 2a specie 
con tangente #=0, (y=tt, g = at5 4-...) e un ramo lineare (con 
tangente diversa da 0 = 0) si ha ß0 = ß10 == ßn — ßJ0 == y0 == 0 (e ylo4=O) 
e con cio si sono caratterizzate le oot0P4 del caso b).

Il punto triplo in 0' a tangenti coincidenti s — 0 dà le condi­
zioni p0 = p10 = ßu = Yo = ï10 = 0 ; e se deve derivare da tre rami 
lineari tangenti (quindi se nell’equazione di C6 debbono mancare 
i termini in y9^, y4, ys) dev’ essere anche pì0 = 0, cioè questa sin­
golarità caratterizza le oo13F4(8) del caso c) (•).

Per avere un punto quadruplo in 0' bisogna, pitre a ß0 = ßj0 = 0, 
?ii‘ = 4To avere fi„fi„ — 0, fiufiri — 27,,, stufi» — 27,, e affinchè una 
delle tangenti sia 0 = 0 dev’ essere ß20 = 0. Dopo ciò se 0 .*= 0 dev’ es­
sere tangente doppia, senza che C6 si spezzi, dev’essere ßn = 0, 
ßJ04=0; cioè, riassumendo le condizioni trovate,

Po " Pio — Pii = Pio “ Yo “ Ï10 — Ï11 ~ 0 ;

e queste caratterizzano il caso cl) delle F4{*\
Se invece 2 = 0 è tangente semplice (in 0' quadruplo) è ßn4=Q 

e quella tangente è necessariamente di flesso. Ciò caratterizza 
le _F4(?) del caso s).

(8) Si può ottener© un punto triplo con tangenti coincidenti in £ = 0 
anche quando sia ßH 4= 0 con le condizioni ß0= ß1#= ßo = 0, ßH2 — 4y0, 
ßnPii = 2Yie (b ßiißrr^2Yii se la molteplicità di O’ non supera 3); la con­
dizione relativa ai 3 rami lineari tangenti porta poi ß3o — 0 e allora C6 si 
spezza in s2 — 0 e in una quartica; basta quindi escludere lo spezzamento 
per caratterizzare, con la singolarità detta in 0', le P4(3). Basta anzi esclu­
dere che uno dei rami sia di flesso.
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Anche da questo punto di vista (delle curve di diramazione) 
le J73) appariscono come caso particolare sia delle (quando il 
punto 0' da triplo diviene quadruplo conservando due tangenti 
coincidenti in s — 0) sia delle _F4(2) (quando la tangente z — 0 da 
semplice diviene doppia).


