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PICCOLE NOTE 259

I1 Trattato deile spirali di Archimede,
Nota di F. SiBrraNT (a Bologna) (*).

La parte del libro che costituisce il vero trattato sulle spirali
si inizia con le seguenti 7 definizioni:

I. Se si conduce una retla in un piano e, fisso uno dei suoi
estremi, ruoti con moto equabile fino a che ritorni alla posizione
iniziale, e menire la refta si muove, un punto scorra su di essa
con moto equabile, a partire dall’ estremo fisso; il punto descrivera
sul piano una spirale ('').

II. L’estremo della retta che, mentre essa ruota, sta fisso st
chiama principio della spirale.

"II1. La posizione della linea da cui la retta incomincia o
muoverst: principio di rotazione.

IV. La retta che il punto percorre nella prima mtazzone 8é
chiama prima (V%)

V. La superficie compresa dalla spirale nella prima rotazione
e dalla retta prima st dice prima, quella compresa dalla spirale
nella seconda rotazione e dalla retta seconda (**) si chiama seconda.
E cosi si chiamano lé altre ordinatamente.

VI. E se dal punto che & il principio della spirale si conduce
una retta, quelle linee che sono dalla stessa parte in cui avviene
la rotazione si chiamano precedenti, quelle che sono dall’ opposta
parte conseguenti.

VIL Il circolo, il cui centro é il punto principio della spirale
ed il raggio la retla prima, si chiami prime; il circolo, il cui
“ceniro & lo stesso di prima ed il raggio doppio della retia antece-
dente, st chiama secondo. E cosi gli altvi ordinatamente.

Seguono ora 17 proposizioni e parecchi corollari.

Proros. XII —~ TeorEMA. — Se ad una spirale, descritta in una -
qualungue rotazione, si conducono dal principio di essa rette quante

(*) Continuazione e fine, v. num. precedente, pag. 172.

(') ARCHIMEDE la chiama 2\,

(') E il segmento che unisce il principio della spirale all’estremo del-
Varco di spirale costruita con una rotazione di 860°,

(3) Per seconda retta si intende il segmento che unisce- i due punti
della spirale che si trovano sulla posizione iniziale del raggio ruotante
(i1 principio di rotazione secondo ARCHIMEDE) I'uno dopo la rotazione
di 860° e I’altro dopo la rotazione di 720°.
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8t vogliono che facciano fra loro angoli eguali, desse eccedono fra
loro di eguale quantitd.

Detto A il principio della spirale, se B, C, D, E,... sono punti
della spirale in guisa che gli angoli BAC, CAD, DAE,... siano
eguali, nello stesso tempo che il raggio ruotante passa dalla posi-
zione AB alla AC, dalla AC alla AD, ecc.. il punto che si muove
sul raggio passa da B a C, da C a D. da D ad E ecc., anche AC
supera AD, di quanto 4D supera AC, di quanto AK supera AD, ecc..

Proros. XIIT - TrorEMA. — Se una retta & tangente alla
spirale, la toccherd in un sol punto (*).

Supponguasi che una retta » tangente alla spirale in B lo sia
pure in C. Dal principio 4 della spirale si conducano i raggi
AB, AC e la bisettrice dell’angolo BAC, che taglia la spirale in H
e la r in K. Pel teorema precedente & AB -+ AC=324H, ma
AB + AC > 24K, dunque K sta fra 4 ed H, ciot la retta » taglia
la spirale perche K é. come dice ARCHIMEDE, entro la spirale;
dunque r non & tangente, contro I'ipotesi.

Provos. XIV - Teorema. — Se ad wuna spirale descritta in
una rotazione ('°) si conditcono due rette dal punto che & principio
della spivale e queste si prolungano alla periferia del primo civrcolo,
esse avraino la stessa ragione degli archi di circolo compresi fra
I estrenio della spirvale e Ueslrenio delle rette prolungate, che sono
posti sulla periferia, presi detti archi dall’ estremo della spirale
verso le precedenti.,

Si considerino i due moti uniformi: 1° quello sul raggio ruo-
tante dei punto che descrive la spirale, 2° quelle sul primo cireolo
dell estremo della prima retta, al ruotare del raggio.

La proposizione II offre immediatamente la dimostrazione del-
I" enunciato.

Segue il

CoroLLario. — In simil modo si dimostrera che cido accade
puie anche se una delle rette condotie incontrano la spirale nel
suo estremo: ' -

Proros. XV - TroreMA. — Se ad wuna spirale descritta nella
seconda rotuzione si conducono due retle dal principio della spirale,
avranno fra lovo la stessa ragione deqgli archi antecedentemente
ricordati presi insieme con 1 intera periferia del circolo.’

(**) Ciot & tangente in un punto solo.
(1%) Si deve intendere nella prima rotazione,
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La dimostrazione & condotta nello stesso modo di quella della
proposizione precedente. Seguono due corollari.

I. CoroLLARIO. — Nello stesso wmodo si dimostrerd anche se si
conducono rette ad una spirale descritta wnella terza rotazione che
tali rette hanno fra loro la stessa ragione che i detti archi insieme
all’ intera periferia presa due volte.

IL. CoroLLARIO. — Nello slesso modo si dimostreri anche che
le rette condotte alle altre spirali hdnno fra loro egual ragione
dei detti archi insieme a tante volte la periferia quante ne indica
il mumero delle rotazioni meno uno; anche se una delle rette con-
dotte incontro la spirale nel suo termine.

Coi mezzi moderni la propos. XV e i due corollari sono una
immediata conseguenza della definizione di spirale archimedea
come la curva in cui il raggio vettore & proporzionale all’ano-
malia. L’equazione della spirale, in coordinate polari. & : = aw:
se due suoi punti Pe,, p,), Pyw,, ¢) si congiungono col polo O
(principio della spirale) &

W; - (t(')l L ’)'(')1

62;2 T aw, T ro,
se + & il raggio del primo circolo, secondo Ia nemenclatura ur-
chimedea.

Proros. XVI - TroreMa. — Se una wvetta é tangente alli
spirale descritta nelle prima rotazione e dal punto di contatto «/
punto che é principio della spivale si conduce una retta, gli angoli
che la tangente fa con la retla ad essa condotta saranno diseguali
e l'angolo che & nelle precedenti sara oltuso e Uangolo nelle con-
seguenti acuto.

Sia O il principio della spirale, 4 un punto della spirale in
‘eni & condotta la tangente, B un punto della tangente dalla
banda della retta OA opposta a quella in cuni cade 'arco 04 di
spirale. Se si traccia il cerchio di centro O e raggio OA (fig. 6),
I’arco OA di spirale & interno al cerchio. I"arco che segue 04
esterno; il cerchio tagli la retta prima in C. Non potendo manife.
stamente essere I’angolo OAB acuto, dimostriamo che non pud
essere retto: se fosse retto, la AB sarebbe tangente al circolo. In
questa ipotesi, per la propos. V si pud condurre da O una retta
incontrante in D il circolo, in E la spirale, in F la tangente, tale
che il rapporto DF;0D sia minore del rapporto fra gli archi cir-
colari AD e AC (gli archi per cui il senso da Da 4 eda 4 aC(C
& il contrario del semnso della rotazione generante. la spirale):
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allora il rapporto OF;0D & minore del rapporto fra gli archi
civeolari DAC, AC. I prolungamenti di OF, OA incontrino il circolo
primo .in G ed H o sia OL la retta prima. Il rapporto fra gli
archi DAC, AC eguaglia il rapporto fra gli archi del circolo

Fig. 6

primo GHL, HI. e questo rapporto, per la propos. XIV, eguaglin
il vapporto fra i segmenti OF. 04; ne consegue OF: 0D < OE: 04,
ma essendo 0D — 04, ne verrebbe UF’<—O_ZE, ¢id che non pud
essere. Dunque "angolo OAB & ottuso.

CoroLLARIO. — In simil modo si dimostra che cid accade anche
se la tangente incontra la spirale nel suo termine ('°).

Proros. XVII - TeoreMA. — Lo stesso accade anche se wna
retta & tangente alla spirale descritta nella seconda rotazione.

La dimostrazione si fa in maniera del tutto analoga alla pre-
cedente, ricorrendo alla propos. XV. :

CororrArIo. — In simil modo si dimostrera anche se una
retta fosse tangente alla spirvale descritta in una gqualsivoglia rota-
zione, aiche se mel swo termine, che essa fara colla retta condotia
dal principio della spirale al punto di- contatio angoli disegnati. e
I'angolo che & nelle precedenti & ottwuso, quello che & wnelle conse-
guenti aculo.

Coi mezzi moderni le ultime due proposizioni-e relativi corol-
lari si dimostrano cosi. Sia data |’equazione di una curva in
coordinate polari ¢==flow) e si dica y 1’angolo che il raggio vet-
tore forma con la semiretta tangente alla curva in un punto

(18) Cioé se la tangente & mandata nell’ estremo ‘della retta prima.
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P(f(»), »), semiretia che sta rispetto alla congiungente il polo con P
dalla banda in cui per i punti della curva & o <<w. Allora &
tgy = —@ .
fio)

— ™
Per la spirale ¢ == anw & tgy—o >0, percid vy <j.

Proros. XVIII - TeorkEMa. — Se wna retta ¢ ftangente qgljq
spirale descritta nella prima rotazione (') e dal punto che & prin-
cipio della spirale si conduca wna perpendicolare al principio i
rotazione, la retta cosi.condotia incontrera la tangente e la porzione
di essa posta fra- la tangente ed il principio della spirale ¢y
equale alla periferia- del circolo primo.

Sia O il priucipio della spirale, A
I’ estremo della retta prima, pel quale
& condotta la tangente { alla spirale
(fig. 79); da O si mandi la perpendico-
lave al principio di rolazione, che in-
contra in B la tangente. Si deve dimo-
strare che OB & lungo guanto il primo
circolo, lunghezza che indicheremo
con 7. Sia, se & possibile, OB>y.
Sulla OB prendiamo il punto € in
modo che sia 7 < 0C << OB. La tan-
gente ¢ tagli il circolo primo in I e t
sia E il punto di mezzo di AD. Dai
triangoli simili AQE, AOB si ricava
AE:OE = 0A: 0B e poiche 0OC < UB,
sarh AE:OF < 0A:0C. Pertanto si po-
tra, per la propos. VII, condurre da 4
una retta che incontra il primo eircolo
in G e la tangente f in F' in modo che

= AG:0C. Ma il segmento AG @ mi-
nore dell’arco AG e 0CZ>y. percid
AG:0C < AG:y, quindi

¢
GF.0G <AG:y,
W:(—)—G(\(E—*—‘/_):X- Fif?

(1) Nel punto che & estremo della prima retta.
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Ma per la propos. XV, se H & il punto in cui OG incontra la
spirale nella seconda rotazione, '

(AG 4 )y = OH: OA.
< @:m, il che & impossibile perché mentre
> 0OH. Con e¢id e provato che non pud essere

Dunque OF:0G
¢ 0G=04, & OF
OB > 7.
Suppongasi ora, se & possibile. che sia OB < 4. Si conduca la
tangente in A al circolo primo e mnella OB si prenda il
punto €’ in_modo da essere 7 > 0C’ > OB. Si vede subito che &
0A:0C’ < AE:OE. Si pud allora, per la propos. VIIL. mandare

0 )
— 2,
/i 8
D,
Fiz. 8 ‘

per O una retta che incontra (vedi figura schematica 8) in L la
tangente al primo circolo, il primo cireolo in M, la corda .1D
in N e la spirale in P. in modo che sia MN: 4T, = 04:0C' od
anche MN:0OM = 4AL-0C’. Ma essendo AL maggiore dell’arco AM
ed 0C <<y, & E:O—C_’>m:y,, percid anche MN;OM > A’ET:'/,.

od ancora
(OM — MN):0M > (; — AM);y ossia ON:OM < (; — ABI):7.

Ma. per la propos. XIV, & OP:04 =y ——m) 7> _dunque
ON:OM < OP: 04, c¢id che non pud essere perche, mentre OM = 04

# ON < OP. Non pud dunque essere nemmeno OB <y e percid
sarh OB =7.

Propros. XIX - TrorkMA. — Se poi una retta & tangente alla
spirale nella seconda rotazione wuel suo estremo e si conduca una
retta dal principio della spirale perpendicolare al principio di ro-
tazione, essu incontrerd la tangente e quella parte compresa fra la
tangenie ed il principio della spirale sara eguale al doppio della
periferia del secondo circolo. v

La dimostrazione ¢ del tutto analoga a quella della proposi-
zione precedente,
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CorRGLLARIO. — Nello stesso modo si dimostra anche se una
retta & tangente all’ estremo dellu spirale descritta in uwna qualsi-
voglia rotazione e dal principio dellu spirale si conduca una retta
perpendicolare al principio di rotazione e incontri la tangente, essa
é tante volte multipla della periferia {**) quante ne indica il numero
delle rotazioni.

Proros. XX ~ TEorrMA. — Se wna retta & tangente ad una
spirale descritta mella prima rotazione, fuori dal swo estremo, e
condotta dal punto di contatto wna retta al principio della spivru‘le,
si deseriva il circolo il cui centro sia il detto principio ed il raggio
la relta condotia ed anche si cali una perpendicolare « quest wltima,
ess incontrera la tangente e quella swa porzione posta fra il
punto d’incontro e il principio della spirale sard eguale all’ arco
di cireolo descritto fra 4l punto di contatto ed il punto di sezione
in cui il circolo descritto laglia il principio di rotazione, preso il
detto arco dal punto nel principio di rotazione wverso le precedents.

Anche la dimostrazione di questo teorema & fatta in mwodo
analogo alle precedenti.

CoroLLARIO. — Nello stesso modo si dimostrera se una retta ¢
tangente ad wna spirale descritta nella seconda rotaziowne, fuori del
suo estremo, avendo -costruite tutte le altre linee, che la porzione
della relta che imcontra la tangente compresa fra ¢l punto di in-
contro ed il principio della spirale é eguale alla peviferia del circolo
descritto ed inoltre all’ arco compreso fra i detti punti; avendo preso
Uarco nello stesso modo. E se anche una retta sia tangente ad una
spirale descritta in una qualsivoglia rotazione. fuori dal suo estremno,
avendo costruite le altre linee, la rvetta compresa fra i detti punti &
tante volte multipla della periferia del circolo descritto. quunte ne
indica il numero delle rotazioni meno nuno ed inoltre equale all’ arco,
fra i detti punti, preso nello stesso modo.

Coi mezzi moderni le propos. XVIII, XIX, XX e i corollari si
dimostrano immediatamente ¢ siimultaneamente. Dato una curva,
riferita a coordinate polari, = flw), si dice softotangente polare
in un punto P(fie), ®) il segmento di perpendicolare al raggio
vettore OP per il polo O compreso fra il polo e la tangente, Se 0S8
& la sottotangente, il triangolo POS & rettangolo in 0, onde

08 = 0P tg OPS = fiw) fi:(%
)

tenendo conto di quanto abbiamo. detto in seguito al covollario

(%) Del ecireolo che ha lo stesso numery 4’ ordine della rotazione,
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della propos. XVII. Per la spirale p == aw, la sottotangenfe polare
nel punto P di coordinate o =amn., w=w ha la lunghezza ow.
Ne w=12n% 4+ 2 (cio¢ se P appartiene all'arco di spirvale della
(# -+ l—esima rotazione) la lunghezza  della sottotangente polare
& 2nwg + %p, ¢id che dimostra le proposizioni enunciate, _

Proros. XXI - TroreMA. — DPresa la superficie contenuta
dalla spirale descritta nella prima rvotazione e dalla prima delle
retle che sowo nel principio di rotaziome, & possibile civcoscrivere
intorno a questa superficie una figura piana- ed inscriverne una.
altra composta di setlori simili in modo che la figura civcoscrittu
superi la inscritla di wna superficie wminore della data ().

Se O ¢ il principio della spirale. A I’estremo della spirale dopo
la prima rotazione, si divida il circolo primo in quattro parti
mediante il diametro per 4 e qguello ad esso perpendicolare. Col
dividere uno dei quattro settori, ad es. quello corrispondente alla
rotazione dell’ultimo angolo refto. in 2, 4, 8,.. parti eguali, si
perverrii ad un settore di area inferiore a quella di ana qua-
lungue prefissata superficie. Sia questo settore A04’, ottenuto
dividende 1’angolo retfo in un mnumero di 2" parti eguali. Dal
principio della spirale si mandino tanti raggi formanti fra loro
angoli eguali a guello del settore A0A4’, e 1"ultimo raggio sia 0A4.
T rvaggi incontrino la spirale nei punti P,. P,, P,,.. P,.== 4.
Per ciascuno dei punti P, si facecia passare un cerchio di centro O
¢ (i esso cerchio si consideri Varco compreso fra i ragei OP, _,
e OP. . Su ogni raggio OP;. cadono due estremi di archij di-
¢iamo M; quello piut vicino ad O, N, U'altro. I settori circolari
P._,OM,; formano una figura inscritta — dice ARCHIMEDE — ed
i settori N,_,0P; formano una figura circoscritta alla superficie S
limitata dalla spirale nella prima rotazione e dalla retta prima.

T chiaro che i seftori circolari N,_,0P;, e P,0M; , sono
eguali. pereid la figura circoscritta supera I inscritta del settore
My _,OP,. == AOA’; la proposizione & cosi dimostrata.

COROLLARIO. — Di qui é& manifesto che si pud circoscrivere
intorno alla detta superficie una figura della specie indicata in
modo che la figura circoscritta ecceda la superficie di ung quantita
minore della data, e di nmuovo imscriverne una in modo che la. su-
perficie ecceda la figura inscritta di una superficie ninore della data.

Propros. XXII - TroREMA. — Presa la superficie contenuta
dalla spirale descritta nella seconda rotazione e dalla seconda delle
rette che sono nel principio di rotazione, st puo intorno ad essa

(*9) 8i deve intendere « di una prefissata superficie ».

.



PICCOLE NOTE 267

superficie circoscrivere wna figira piana ed un’ altra inscriverne
composta di settori simili in wodo che la figura circoscritta superi
la inscritta di una superficie minove della data.

La dimostrazione & analoga alla precedente. Seguono due co-
rollari: ‘

1. CoroLLARIO, — K evidente adungue che la figura civcoscritia
puo eccedere la superficie data di una superficie minore della data
e che la. superficie data pud superare la figura inscritta di una
superficie minore della dala.

I1. CoroLLARIO. — Per la stessa ragione & evidenle che presa
la superficie contenuta dalla spirale in wna qualsivoglia rotazione
e dalla retta di egual wmome di quelle che sono wnel principio di
rotazione, 8t pud circoscrivere una figura piana della stessa specie
di cui si & parlato, in modo che la figura circoscritta ecceda la
superficie data di una superficie minore della data, ed inscriverne
un’ altra inw modo che la superficie data ecceda la figura circoscritta
di una superficie minore della data.

Proros. XXIIT - TROREMA. — Presa una superficie conltenuta
dalla spirale che sia minore di quella da essa descritta nella prima
rotazione, ma il cui estremo mnon & il principio dellu spirale, con-
dotte le rette dai termini della spirale (*°), si pud circoscrivere in-
torno a questa superficie una figura piana ed un’ altra inscrivervi
composta di settori simili, in modo che la differenza di cui la figura
circoscritta supera la inscritta sia minore della superficie data.

La dimostrazione & analoga alle precedenti.

COROLLARIO. — Di qui é manifesto che si pudo intorno alla
detta superficie circoscriverne wna flgura piane in modo che la
figura circoscritta ecceda la superficie di una quantita minore della
superficie data, e si pud inscriverne una in modo che quella super-
ficie ecceda la figura inscritta di wna superficie minore della data.

Propros. XXIV -~ TEOREMA. — La superficie comprese dalla
spirale descritia nella prima votazione e dalla prima delle rette
che -sono mel principio di rotazione & la terza parte del primo
circolo. ’ :

Sia S la superficie limitata dalla spirale nella prima rotazione
e dalla retta prima; sia X la terza parte del primo circolo. Sia
questo circolo diviso in 2" settori eguali e si circoscrivano alla
superficie § altrettanti settori circolari come & detto nella dimo-

(*) Cio® i raggi dal principio della spirale agli estremi dell’arco di
spirale presa a considerare.
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strazione della propos. XXI; n pud essere stato preso tanto grande
perche la superficie circoscritta superi § di meno della differenza
fra ¥ e S, supposto che sia S minore di X; allora la superficie
circoscritta & minore di =.

Per il corollario della propos. X, l'area del circolo primo &
minore del triplo dell’area della figura ecircoscritta, minore, a
piu forte ragione, del triplo di X, cid che & assurdo.

Si supponga invece che S sia maggiore di X: il nnmero = si
pud supporre preso in modo che S superi la superficie insecritta
nel solito modo per meno della differenza fra S e ¥, cosicche la
superficie inscritta @ maggiore di X. Per il corollario citato, I’ area
del cireolo primo & maggiore del triplo della somma dei settori
interni alla spirale, cioe £ & maggiore della superficie inscritta.
cid che contraddice a quanto si & detto dianzi. Dunque S e =
hanno la stessa area.

Abbiamo esposta, non nella forma ma nella sostanza, la dimo-
strazione di ARCHTMEDE. Coi mezzi moderni Parea di S &

) l\U

2 i 2 (273
O Jordn =, . 2D
0

[

= 5 =(2na)*

3 =3

ove 2rna & il raggio del circolo primo, secondo la nomenclatura
archimedea.

Proros. XXV - TEOREMA. — La superficie compresa dalla
spirale nella seconda rotazione e dalla seconda delle velte che somo
nel principio di rotazione ha al secondo circolo la ragione che
ha 7 a 12, che & quella stessa ragione che ha il rettangolo formato
dal raggio del secondo circolo e dal raggio del primo insieme alla
terza: parte del quadrato della differenza di cui 4l raggio del se-
condo cireolo supera quello del primo, al quadrato del raggio del
secondo circolo.

Indichiamo i1 modo di dimostrazione di ARCHIMEDE. Sia O il
principio della spirale, OA il raggio del cerchio primo, OB quello
del circolo secondo. F mamfnstdmvnle OB =204, onde 0B*—=404".
Si consideri un cerchio X, il gquadrato del eni raggio sia eguale al
rettangolo di lati OA, OB pit un terzo del quadrato costruito
su 4B (o, ¢id che fa lo stesso, sn 04); il quadrato di questo raggio

¢ pertanto eguale a 0 . Percid l’area di X sta all’area del

i ~X

secondo eircole come 7 a 12. 8i tratta di dimostrare che 1’area
della superficie S limitata dalla spirale nella seconda rotazione e
dalla retta seconda (cio dal segmento AB) & eguale a quella di X.
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La dimostrazione procede per assurdo. Sia I"area di ¥ maggiore
di quella di 8. Intorno ad S si puo circoscrivere una figura di
settori circolari nel modo gid indicato in guisa che la differenza
fra la superficie circoscritta ad S sia minore della differenza
fra & ed S, percid la superficie circoscritta & minore di X. Per il
covollario della propos. XI, il circolo secondo ha alla superficie
circoscritta urna ragione minore di quella che il quadrato di
lato OB (raggio del secondo circolo) ha al rettangolo di lati 04, OB
piit un terzo del quadrato di AB: ciod il secondo circolo ha alla
superficie circoscritta un rapporto minore di 12:7 che & il rap-
porto fra secondo circolo e X; allora la superficie circoscritta ¢
maggiore di %, contro Vipotesi. In modo analogo si dimostra che
non pud essere I’area di X minore di quella di S.

Coi mezzi moderni, Uavea di S &
4r
a* [

b} / w’dn =—
2r

aF =P — (2= 7

Eli— i =(4=a)?

ove widna)’ & manifestamente I’ area del cireolo secondo.

Cororrario. — Nello stesso modo si dimostra che anche la
superficie compresa dalla spirale descritta in uwne qualsivoglia
rotazione e dalla retla di egual nome delle rotazioni ha al circolo
pure di equal nome la stessa ragione del rettangolo compreso dal
raggio del circolo di egual mome e dal raggio del circolo di egual
numero al primo meno uno, insieme alla terza parte del quadrato
della differenza di cui il raggio del circolo maggiore supera ¢l
raggio del circolo minore, al quadrato del raggio del circolo mag-
giore dei noninats.

Coi mezzi moderni questo corollario cosi si dimostra. 1) area
compresa dalla spirale nella n-esima rotazione e dalla retta
n-esima &

2nn
z a® (2nx7) — 12 — )m 3 / 1
%— ,w?dm =5 (2n=) i 3(7'/ i = 4ria? (nf —n + 3)
‘é(n—l)n

I’area del circolo n-esimo & =(2nra)® = 4r*n’a*; il rapporto fra la
1 :
, 3 Il rettangolo che ha per
lati i raggi dei circoli n-esimo ed (n — 1j-esimo e la terza parte
del quadrato costrnito sul raggio del circolo primo hanno I’ area

. . 1
prima e la seconda area ¢ 1 — - 4
n

(2na)? el s 1
3 = 4=a (n-—n+3/

2nna-2(n — 1)yra -+
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e quest’area al quadrato costruito sul 1’agg10 del cireolo n-esimo
ha il rapporto

1
41:2(»?(%2— n -+ —)

8 4 1,1
dnirlq? =7 n s
Proros. XXVI - TeorkMA. — La superficie compresa dalla

spirale minore di quella descritta in una rotazione ed il cui estremio
non & ¢l principio della spirale e dalle rette condotte dai suoi
estremi al principio della spirale ha al settore il cui raggio & eguale
alle maggiore delle relte nominale e il di cui arco & posto fra
quelle rette e verso quella stessa parte in cui &.la spirale, la stessa
ragione di quella che na il rettangolo formato dalle rette condotle
dai termini al principio della spirale insieme alla tarza parte del
quadrato della differenza di cni la wmaggiore delle rette nominate
supera lg minore al quadrato della maggiore.

Il procedimento della dimostrazione di ARCHIMEDE & sostan-
zialmente quello usato nelle dimostrazioni delle precedenti pro-
posizioni. Facciamo la dimostrazione coi nostri mezzi. Sia AB
1’arco di spirale; le coordinate di A siano v = o,, p = aw,, quelle
di B siano o =u,, p=aw, con 0 <o, —wv, <2 Se O & il prin-
cipio della spirale (polo) 1'area del settore d1 spirale A0B &

[oN
9 A

2,

Wy

/ °q ol — o
»idw = - ——————
2 3

I1 settore del circolo 'di centro O, raggio a», e angolo v, — v, ha
Iaren k

1
2 2 .
5 a‘n v, — v );

il rapporto fra la prima e la seconda area &

Wy? - 0,0y "’1?

T 2
30 2

11 rettangolo che ha per lati i raggi vettori ¢, = 04, ¢,— OB, au-
mentato della terza parte del qaadrato costruito sulla differenza
degli stessi raggi vettori ha V'area

1 ‘l
2 a 2
a’o,m, + E3 f, — o, 5 (0, + 0,0, 4+ 07

e quest’ area ha a quella del quadrato costruito sul raggio vettore
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maggiore il rapporto
0, 4 00, 4 )2

Proros. XXVII ~ TEOREMA. — Delle superficie comprese dalle
spirali e dalle rette che sono nel principio di votazione, la terza &
doppia della seconda, la quarta ne & il iriplo, la quinta ne & il
quadruplo, e cosi sempre seguitando ordinatamente una snpefﬁcie é
tante volte multipla della seconda quante volte indicano i numeri
che seguono ordinatamente. La prima superficic poi & la sesta
parte della seconda.

‘ Chiamiamo S, la superficie racchiusa dalla spirale nella prima
rotazione e dalla prima retta, con S, la superficie racchiusa dalla
spirale mella prima e seconda rotazione e dalla retta seconda.
con S; la superficie racchiusa dalla spirale nella seconda e terza
rotazione e dalla retta terza, e cosi via. ARCHIMEDE comincia c¢ol
considerare che la superficie racchiusa dalla spirale nella seconda
rotazione e dalla seconda retta, cioe S, + S,, sta al secondo circolo

“come 9 a 12 il secondo circolo sta al primo come 12 a 3; il primo
circolo ad S, come 3 a 1. onde la superficie S, + S, sta a S,
come 7 a 1, quindi S, sta a S| come 6 a 1. Cosi & dimostrata
P ultima parte del teorema. ‘

Indichiamo con O il principio di rotazione, con 4,, 4,, 4;,... gli
estremi suceessivi delle rette prima, seconda, terza,.... Si & dimostrato

— - 1——
che 'S, + S, + 8, sta al terzo circolo come 04, > 04, + §A3A3’ sta
a 0A4,%; il terzo circolo sta al secondo come 04,2 0A4,*; il secondo

. _ . 1.
cireolo sta a S, + S, come 0A4,* sta ad 04, 04, +.3 A4, dun-

— — 1
que S, + 8, + 83 sta a. S, + S, come 04, < 04, + 3A2A3? sta ad

04, > 04, + A A4,*. Tenendo conto che 04,=204,, 04,=304,,

3
A A, = A, A, = 04,, si ha che (S, + S, + S;):(S, + S,) = 19:7, da
ceni S8, + 8S,)=12:7. Ma (S, + S,). 5, = 7.6, quindi S; =28,.

Siano Z,, ¥,, ¥;,.. i circoli primo, secondo, terzo,.... Sisa che
J N Q- Y _\_‘; _— 1 —:1? mz
(AS,+62+S3+S,+A5).~5—; A< 04, + 3 5
~ < 2 -’2
Y, 3, = 04,:04,

5,08, 4+ 8, + 8+ S)= 6'42 POA ><0A4+ AA s



272 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA 1TALIANA

onde
S, 8, -+ S+ 8, + 808, +8,+ 5, + S) =
o S l _2 2
= | 04, < 04, + 5 44, : 3 04, < 04, + » AA4€
S8, + S, + S, +—S,}—7 3011 < 04, + ; §

perche A,4,= A, A, ¢ 04, — 04, = A 4,.

Cosi pure si dimostra che

_— ——— — 1 2
8,108, + 8, + Sy = 04, =< ,Ag% A, < 04, + 3 4,4, {
e quindi
— J— J— — 1 2
S8, + 8, + 8, + 59 = 04, < A,A,: | 04, = 04, v g5 A4, |

perche OA, + A,4,= 04, e A, A, =4,
Si deduce

S.,SA,.—_‘?)_A XA?L:(—)Z XA_—_-A

o per essere A A, = A,A,, si trac S;.8,= 04,:04,. In modo ana-
logo si dimostra che ;18 = 04.:04,; S,:8,= OA 1045, ... e poi-
che 04,:04,:04,: 04, = 6:5:4:3 sarh

8,08;:8,:8,=6:5:4:3,
come volevasi dimostrare.

Joi mezzi moderni si ha
2r

a* ', 4a*=?
S, :—2";0)‘[1(-) =g
0
ir Co2m gt
. a*l i an
S, == o Zdey — [m? R
S, = 5 IL ‘u de /m du)] 3

ox 0
onde S, =68,. B poi
2 aleo+2(n— 1)

’d(v) ’od = 4a*(n — 1)r?

() a[«\+21n—— 2)7)
onde

¢ poiche §; =28, ¢ S, = (n —1)S,.

Propros. XXVIII - TEOREMA. — Se sopra una spirale descritta
in una qualsiasi rolazione si prendono due punti che non siano
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suoi termini e da questi punti si conducono rette al principio della
spirale e si descrivono circoli ¢l cui centro & 4l principio della spi-
rale ed i raggi le rette che dai punti somo condotti al detlo prin-
cipio, la superficie compresa dall arco del circolo maggiore posto
fra le rette e dalla spirale inlerposta fra quelle mcdesime rette e il
prolungamento della minore, avrd alla superficie compresa dall’ arco
del circolo minore, dalla stessa spirvale e dalla retta congiungente 4
loro estremi, la ragione che ha il raggio del circolo minore insieme
ai due terzi della differenza di cui 4l raggio maggiore supera il
ragygio del circolo minore al raggio del circolo minore insieme alla
tevza parte della differenza medesima.

Sia O il principio della spirale, 4,4, due punti della spirale
appartenenti ad una stessa rotazione e non coincidenti cogli estremi.
Con raggi 04, e 04, (0A, > 04,) e centro in O si descrivano due
archi di cerchio compresi fra le rette 04, e 0OA4,; 1’arco di circolo
mageiore incontri la retta OA4, in M, e I’arco del cerchio minore
incontri la retta 04, in M,. I’ arco della spirale divide il quadri-
latero 4, M A,M, in due parti, I’una Q, dalla banda della spirale -
ove sta il principio della spirale, 1’altra Q,. Si deve provare che &

07,-62,)% V04, + 5 (OA _ o0&,

. \
010, = 04, +

Eeccone la dimostrazione seguendo ARCHIMEDE. Per la prop.

XXVI il settore 4,04, di spirale sta al settore circolare M,04,
— j— 1 .

come il rettangolo di lati 0A4,, OM, piit z; del quadrato di lato

3
A M, sta al quadrato di lato O'M‘,, ciod

1) ' A,04,:M,04, =

— — 1 — — 2
04, > 0M1+§A1Mz, : OM,,

onde

M,04, — A,04,:4,04,—
@

_—-2

2 o — 1 1 )
OM, — 04, =< OM, — = 4,31 HOA < O, -+ g A

34

Dall essere OM, = 04, + A, I, . si trae

2 . — 2
OM,——OA1><0M,~§1M_OA < A M, +3

o poiché M 04, — A4,04,=0Q,, la (2) diviene

() 0uid,04,=|OF, + 47T, + 2 AL : | O, < OM, -5 AL

1R
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Dalla (1) e dalla 4, 0M,:M,04, = OM OM,, tenendo conto che
OM,=0A4,. si deduce

\

4,041 4,0M, ={ 04, > ON, + , 4,M1,1: 04,
e poiche A4,04,= A,0M, + Q,, si trae
— 1 24 4 [ 1 _2 —_ 2]
A4,04,:0, =04, OM, +3 A,M, 1 | OA, > OM, + 5 4, M, — 0A,€

ed essendo 04, < OM, — OA = 04, > A,M,, anche

R __-2

B A,04,:0,= |04, < OM, + . AI ?()A < A M, +;A“1T4’€

Dalle {2') e (8) si deduce

2 ___-z § o p— 1 —»2
) S AL 1) O, < A, g 400 |

0,10, = OA ><Al:|[+ 3

Ma & manifestamente

o,
;OA,xAlM,+3,4,Mi§:§0,, ,M+5 W€
— 2 R
:(0A,+.- A,Ml>: 04, + 5 4lM)

=04, +. “104,— 04! §0A +3(04, —OA)é
percid, come volevasi dimostrare, &

Con mezzi moderni la proposizione si dimostra cosi. Se (p,, w,)
e {py, ©,) (con w, > v, e o, —wn, < 2r) sono le coordinate di due
punti della spirale ¢ = aw, le due aree dell’enunciato sono date

0, z:%(),{+ (04, — 04,){: + 5

1 —— e
5 (04, — 074y

rispettivamente da

W2 Ay

Q= ’d(o /Pd (; (2"’ + o)) (0, — )’
e
w2 am
Q) = /dm /cdo = 6 (m + 2m,)(w, — »))%.
wm awn

Il loro rapp(.)rto &

2 .
Pyt 3(92 — P

1
Pi+ g (P — 1)

Q, 2w+ 0o, 20, + p,

Q, T 0, + 20, " p,+-2p,




