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Sull’equazione differenziale lineare soddisfatta dal prodotto
U, . Wy, degli integrali particolari della
, w' + fid +fu=0,
e su di una formula integrale dei polinomi 4’ Hermite.

Nota di G. PaLaMA (a Lecce).

Santo. - Si tratta la questione indicata nella prima parte del titolo e appli-
cando uno dei risultati cui si perviene, si stabilisce poi la
o0 .
fe_’”ﬂHgn(x)Hm(w)dac = @,5,,227(2m) ! V'x, m << 38n,

in cui a,,, ¢ dato da formula ricorrente.

Facendo seguito ad un mio lavoro, in corso di pubblicazione
negli « Annali », mi occupo in questa piccola Nota della seguente
altra generalizzazione della questione trattata al N. 1 di quel
lavoro. . ‘

Quale Uequazione differenziale dovdine minimo cui soddisfa cia-
scuno di tutti ¢ prodotti possibili del tipo:

(1) CU Uy ooo Uy : ¢ costante,
essendo n; soluzione dell’equazione

. ;
(2) , u” + fiu’ -+ fou =0,

ed t,, f, funzioni qualsiasi della x che ammettono tutte le derivate
che occorrono? ) ‘

Del risultato trovato dalla risoluzione della indicata questione,
si fanno poi delle applicazioni fra cui quella, credo interessante,
di determinare, a mezzo di formula ricorrente, il seguente integrale

00
A

/e Hi(x)H, (x)dex.

—00

1. Trattiamo la riferita questione col metodo, opportunamente
generalizzato, impiegato dagli Autori citati nella nota (') della
detta Nota degli « Annali», perch® ora (!) questo metodo, non
perde credo la sua eleganza. B

{") Cfr. I'introduzione della detta Nota di prossima pubblicazione negli
« Annali ». ’ ‘
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Derivando successivamente la (1), .abbiamo

.

(3) Y = Uy ot + Wy s Uy e WU,

23
o + e

Y= uw"u,...u,+uwu .u
-+ 20, 1, .o u

A+ Uy U,
+ 20wy U, + 200, W U

"
" I

Se ora eliminiamo u,” fra la precedente e la (2), si ha
i ’ ! 7
4 Y' = —fiy — fomy + 2u,"uy .. u,, +
+ 20 upy e, e 200 0, )]

che derivata e qualora si utilizzino la (2), la (4) stessa e la (3). da

(5) Yy =—=3fy" + 27— [ —Bm - 2]y +
+ ( — f.'m — 2f fom)y -+ 6u, w0, ug’ . w,, + 6w w00, %, +
T S 7Y ST YIS Y AT ) SO T S

Le espressioni dei secondi membri della (4) e della (b} fanno
pensare che si abbia in generale
(6) YO == w1y =1 4wy 2T+ s+ gl + 1) Oy
in cui wr 1, ¥r2, .., U, sono funzioni di f,, f, e delle loro deri-
vate e Cp,» & uguale alla somma di tutti i prodotti possibili, di m
fattori, del tipo

4 7. ] 7, . I3
Wi Wi Wi
in cui
. Fpa Byy vy 4,
¢ una qualunque delle possibili combinazioni ad », ad r, senza ri-
petizione dei numeri 1, 2, ..., m. '

Difatti & facile verificare, se deriviamo la (6), teniamo presente
la (2) e la (6) stessa, che si ha, come si vuol dimostrare, un’eqgua-
zione del tipo
(D) Y= 11y + gD b et el 4 (0 D Gt
ove si & posto

a1 0= U 0= 1y e 1,2 = 0 0 U2 o e — fr(m — 1),
Vg 1,04 1= Wy i b Uit o+ 00 fuir(m — v+ Ve
) — 2, 3. cor g 1'—-1,

Yradrt = Wp 4 fipre + for(ne — 0+ Lty g,r1
essendo

\ pL1=0, v = —fi, paa=—mf,

Si tenga perd presente che le (8) valgono tanto per equazioni
del tipo della (6) quanto per quelle del tipo della (12) del N. suc-
cessivo. '
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2. Le (8) sono delle formule ricorrenti che permetfono, cono-
sciute le pr_1,4, uri di calcolarsi le w,yq,j. Dalle due prime si
traggono perd subito due utili formule. Lia prima di esse sommata
* con le formule che da essa si traggono per r=7r—1, .., 1, da

) r—+1
{9) : P’r+l,1 = < )fl

Analogamente dalla 2* delle (8), ponendo +r =r, r —1, ..., 2 e
sommando tutte le formule che si ottengono, per note identita, si
ricava

41 3r+2 r+1\2r—3m—2
5&,+1’2:_( )(fx 4 fl) ( 2 )"#*fs

che per r — m, diventa

(10) PLm+1,2:_—(«m;— 1)(10], +§3_m?:_f] ) (m_*_‘)f,

Ma si noti che il procedimento per ricavare dalla (6) la (7i, se
continuato deve aver termine. Difatti ponendo nella (7) r—m —1.
si ha
(1) Y = oy 1y =1) 4 g opp=2) = L U Y + B! Con, e
da cui derivando e tenendo presenti la (2}, la (11) e Pequazione
che si trae dalla (7) per » —=m — 2, si ha infine un’equazione dif-
ferenziale del tipo

(12) YmH) = 14,44, 1y - Y, apym—1) 4 o+ Upn-d-1, mA-1 -

Quest’ ultima risolve la questmne propostaci in principio del n.°
plecedente se si utilizzano le formule ricorrenti (8).

Se U,, U, sono integrali particolari della data equazione (2)
I'integrale generale della precedente &

y=c,U" + ¢,U,"U, + .. U0 +c¢,U", ¢ costanti.

Hl"’)
Si noti che, essendo m + 1 gli integrali particolari linearmente
indipendenti che figurano nella precedente, ed essendo uguale
ad m + 1 1 ordine  della (12), essa ha 1’ ordine minimo fra tutte
quelle cui soddisfa ogni integrale particolare del tipo (1).
3. Se & per es. m =3, Ia (12) diventa
(13) A R TR A T A TR
Occorre qui calcolarsi g, i. Dalle (9) e (10} si ha subito
wi=— Bf,, upa=— (11f;* + 10f, +4f)

La 3% e la 4* invece della (8), danno rispettivamente, quando
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si tengono presenti le due ultime delle (8) stesse ed i valori di
us,2, us,z che traggono dalla (5) i
we,3 = — (THif) + 6f* + 30f\f, + fi" +10f,),

wa,e = — B, + 16f\f,' + 18 f*f, + 6ff. + 9£,);
quindi infine la (13) pud secriversi
(14 Yy o+ 6y + (L1112 + 10f, + 4f )y +

+ (7f)+ 6f,* + 30ff, + £, + 10f,) y’" +
Y + (3f," + 1Bf\f, + 18f*f, + 6f/'f, + 9.y = 0.

4. Applichiamo la (4) per scrivere le equazioni differenziali
particolari cui soddisfano HZ(x), [L(,f)(w)]g, I:;(x), ove H (x), L‘,f’(x),
I (x), indicano rispettivamente il polinomio d’ HErMITE, quello di
LAGUERRE e la funzione di BEsSEL di prima specie. )

Nel primo di questi casi &
fi=m—2x, f,—2n.
Fatte nella (14) queste sostituzioni, si ha
(15) v — 12y + 4(11x® + bn — 2y — 4x(12x + 30n — Ty’ +
+ 120(12x° + 3n — 2}y =0
che ha per integrale generale (%)
(- #)

1 2 1 3
4 (~3) (3)
Y= c,HZ(x) -+ c,H:(w)K,i (952) —+ Cayu(x)lil(u (xt) + ¢, ](n (xz)
2 2 2 J

2

per % pari,

4 ST T T
3 (2 2 2!
Y = ¢, Hu(x) +- c,HZ(x)Kn_i (x?) + cantm}[l\’n_i (m?)] + ¢, {Kn S {x?)

g 5 R

. per n dispari.
‘Nel 2° caso invece

e quindi dalla (14) ricaviamo
XYY 4 B(x — 2 + Dy’ + (1122 — 2(11x — 51 4+ 1) +
+ (11 -+ 7)o + D]y’ + | — 642 + 6(3%x — dn + )z —
= [2B% + 2)8x — 51 + 8) — x — 1w+ (2 -+ 1)2% + DB+ 1) 19/ +
-+ Buf6a + (31 — 124 — Tjw + (22 + 1)(3% + 1)y = 0,

{*) Cfr. loc. cit..
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il cui integrale generale & (*)

N

y = e [L2] + e @) K@) + o LRDT + K@),

se « non & intero e c; sono delle costanti arbitrarie.
Infine nel 3° caso. si ha

,nz

1
fi= 2’ fi=1——7f
e quindi dalla (14) si trae '

@' ylV 4 6ty + (1027 — 10n® + T)aty” + (30x* — 100° + Ly’ +
-+ 3[3at + 2(2 — 3 + Intjy =0,
con ~
¥y = ¢, L3} x) + ¢, 1, (@) ] (x) + ¢l () [*_ (x) + ¢, I*_,(x), ¢ costanti, -

nel caso che n non sia né intero né nullo. In modo anpalogo si
scrive 'integrale generale quando n e intero o nullo.

5. Facciamo della (15) un’ applicazione analoga a quella fatta
al N. 8 della (36) del pix volte citato mio lavoro.
Dalla (15) cambiando # in 2p. abbiamo

(16) yIV — 12y + H11lx* + 10n — 2)y" — 4o(12x* + 600 — T)y!

~+ 48n(6x® + 3n — 1)y =0.

Se inoltre si pone ‘
8n

g y = H?, (x)= % @y H oy (),

=

ay(24) !

(1) — (e O AN Ll A
Y = (- 1y2 2(21._’,)!. gimr

e quindi se si sostituisce nella (16) al posto di ¢, ¥',..., y* i valori
dati dalla precedente e si tengono presenti le seguenti relazioni
che si oltengono a mezzo della formula ricorrente degli H (x):

Q'T‘Hu(x) _ Hn+l(‘/r‘) - )MH —l(a)
4o’ H (@) = H,  (x) + 220 + HH (x) + dnin — V)H, _(x),
83 H, ()= -+ H, @) — 6(n + DH, (r) — 120 H, _ (x) —

— 8n(n —1)(n — 2)H, _4(x),
si ha, se si annulla poi il coefficiente di H,,
(18) B3Bn — i+ ay,, -+ [26( — 7 + 60 — 2) + 6030 + 2)]a,, —
— 420+ 220+ D + § + Dag,, = 0.

() Cfr. loc. cit.
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fe—x’

—_—00

3n > 2
He o) H,, (x)dac = 2 ayfe” " H,(0)H, , (z)de =
. == .
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La precedente & una formula ricorrente che permette di riea.
vare successivamente a,,_,, (4,—,, .., tenuto presente che &

. gy =1, G412 = Ugy44 T = 0

Procedendo in ‘modo analogo nel easo 'di » dispari. dopo aver
cambiato % in 2n + 1 nella (15) e posto

: : Sn+1
(19) H3,, pi() = 2 Qg H i),
=0

si ha la seguente formola ricorrente, che pud ricavarsi dalla (18)
cambiandovi 2¢ in 2/ + 1 ¢ 2n in 20 + 1,
(20) 631 — 4+ ay_, + [(20 + 1)(— 14 + 120 —5) +

+3 (6 + T)2n + 1)@y, — 8(2¢ + 342 + 2)n +  + 2)a,,, , =0

Le due formole (18) e (20), se si vuole, possono scriversi mnel
P unica seguente formula

(21) 38n — i+ a,_, +[i(— Ti+ 6n — 4) + 3nBn + o, —

— Mi + 20 + L)n + 1+ 2)a,,,=0.
Poicheé & anche ora a,, =1, a5,,, = a3,,,=..=0, in. partico
lare dalla (21), per ¢= 3n, 3n — 1, si ha rispettivamente
(22) Og,—s = OB0%, a;,_, = 60%(n — 1)(3n — 1).

Se ora moltiplichiamo per es. la (L7) per e—**H,

am(®)dx ed inte
griamo da — oo ad oo, abbiamo

/azmgem (2m)! \/;’ per:

" oo \0, per m > 3n,

ERIZAN
e quindi per le (22), si hanno in particolare i seguenti integra

f e "'H sn(x)H,,n(w)dx = 28(6m)! \ =,

Jo B s = 2amt20—si6m — 21 V 7,

—00
oo’

¢ H w(w)Hy,— (2)do = 2400°2n — 1)(6n — 1)257—46n — 4)! V7.

Analoghi risultati si ottengono utilizzando la (19).




