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BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Su i polinomi ipergeometriei.

Nota di Lerterio Toscano (a Messina).

Sunto. - L’ 4., premesse alcune notizie bibliografiche, dd una rappresenia-
ziome dei reciproci dei polinomi ipergeometrici, rispetto ad un dato mo-
dulo, e presenta in alira forma un risultato gid noto.

1. Le ricerche piuttosto recenti su i legami tra i polinomi iper-
geometrici e quelli di APPELL hanno avuto origine con i lavori di
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F. Vaxey ('}, che ha studiato i polinomi
x x
__an dn, ( ‘)
J— a 1
Pw(x' a) =e ’V;! dxn \.E’ ea .
e provato che, quali funzioni di «, soddisfano la
dP(w.a)
da
ciod appartengono alla classe di APPELL; e che possono generarsi
con la funzione di BESSEL-LEGENDRE
- xlll
':'(YJ x):OFI=Z(

v, 1) !

nP,_\(x, a),

mediante la

nt

h v
2 (1, haje'™ = Yot P, (x, @),

Ma prima che in VANEY questo ultimo risultato trovasi in ri-
cerche di SoNINE (%), che lo ha trovato per polinomi, da qualche
autore chiamati suceessivamente di SoNINE (°), e che differiscono
dagli ordinari polinomi di ILAGUERRE generalizzati per fattore
costante.

‘Bd ancora il NIELSEN nelle sue Recherches sur les polynomes
d’ Hermite (*) introduce i polinomi

2o gn __‘7’_’2

e prova che .
dH (@, a) '
‘”‘Zdia‘i _ ‘Hn—z(x? a)'
I risultati pit generali e importanti in questo campo di ricerche
sono dovuti a P. HuMBERT (%), che ha dimostrato appartenere alla

(') F. VanEy, Sur les polynomes de Laguerre, « Comptes Rendus de
I’ Académie des Sciences de Paris », t. 172 (1921), p. 1151 ; These présentée
a la Faculté des Sciences de Lausanne, (Lausanne, 1921).

(?) N. SoNINE, Recherches sur les fonctions cylindriques et le développe-
ment des fonctions continues en séries, « Mathematische Annalen », Bd. XV1
(1880), pp. 1-80. ;

(3) P. HuMBERT, Monographie des polynomes de Kummer, « Nouvelles
Annales de Mathématiques », 5° série, t. 1 (1922), pp. 81-92.

(!} « Det. Kgl. Danske Videnskabernes Selskab, Mathematisk-Fysiske
Meddelelser », I, 6, Copenhague, 1918, pp. 1-78.

) P. HuMBgRT, Sur les polynomes hypergéometriques, « Comptes Rendus
de I’ Académie des Sciences de Paris », t. 172 (1921), p. 1282: Sur des suites
de polynomes, « Journal de Mathématiques pures et appliquées », t. IV,
fasc. IV (1925), pp. 355-879.
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classe di APPELL i polinomi reciproci dei polinomi ipergeometrici,
rispetto ad un dato modulo, e che tali polinomi possono generarsi
con la funzione di KuMMER (%)

.

: {x, m) ™
Do, v, ) =, F, = Z(Y’ ’M’b);?T'

In questa nota vogliamo rappresentare con I’ operatore derivata
i polinemi considerati da HUMBERT, e quindi fissare per essi una -
formula di trasformazione che permetterd di presentare il primo
risultato dello stesso HUMBERT in altra forma non priva di in-
feresse.

2, La nuova rappresentazione dei reciproci dei polinomi iper-
geometrici sari qui ottenuta con procedimento semplice, mediante
una formula sugli operatori differenziali, che passiamo subito a
ricavare da altra pilt generale gia da noi stabilita su gli operatori
lineari permutabili di secondo ordine.

Siano 4 e X due operatori lineari associati, cioe tali che

AX — XA =1.
In precedenti ricerche abbiamo trovato (?)

(XzA)n — Xn-f—lAnXu—l ,

(®) In ricerche importanti sulla trasformazione di LiaPLACE, il TricOoMI
o

¢ pervenuto allo sviluppo della funzione e 2J1(2\/t), (@ > —1), in serie
di polinomi di LAGUERRE, (« Rend. R. Acec. Naz. Lincei », serie 6%, vol. XXI,
1° sem. 1933, pp. 332-335), e il DorrscH successivamente all’equazione
generatrice di questi mediante la funzione di BESSEL, (idem, vol. XXII,
pp. 300-304).

Il PaLaMA nella sua Nota: Su taluni polinomi analoghi a quelli di
Laguerre e sulla funzione di Bessel, questo « Bollettino », Agosto 1938, ri-
trova ancora il risultato che i polinomi

n! a”Li]’(g)

Dfa + n~+ 1)’
con LL"'(m) ordinario polinomio di LLAGUERRE, si possono generare con la fan-

zione di BEssEL. B servendosi di tale relazione studia i polinomi A(;)(ac, a).

Pin in generale si potrebbero studiare i polinomi di JACOBI collegandoli
con la funzione di KuMMER, ma tale metodo non sembra sempre fecondo
e vantaggioso in confronto agli altri noti.

(") L. Toscano, Operatori lineari e numeri di Stir lmg generalizzati,
« Annali di Matematica », serie IV, t. XIV (1935-36), pp. 287-297; Su gli
operatori lineari associati, « Atti R. Istituto Veneto», t. XCVI (1936-37),
pp. 457-473.

AN, a) =
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e posto, come & lecito, X=a~', A=D,_ , con D, simbolo di de-
rivazione rispetto a 2z, si ha
(2D, )" = & Dy,
Ma
a—*Dyey =~ D

*

e quindi
”n
(— 1)111)3 — w-—n—-leMlx__n_H’

da cui segue la formula che si voleva ricavare

Doy = (— 1)@ Dl

3. Diciamo di Jacosi i polinomi ipergeometrici

: . "
F 8,1, x)=F\(—n81,x) = 2_( ( ) @.)xi,

{v; 9)

dove ,F(z, 8, v, x) rappresenta la serie ipergeometrica di GAUSS

Z(l 1’).)' i

Essi possono ancora presentarsi nell’ altra forma

1 :
F .8, v, 0) = —=al—v (L. — xjr—&tn Dl aer+0—1 (1 — @)~ ;
(s m)
e in particolare i polinomi

e !
L, (x) = ] D xe—=

) x—Ye"
L) = = Dianrre

1
V(@) = 5 Dea™(l — a)*

si dicono rispettivamente di LAGUERRE semplici o generalizzati, e
di LEGENDRE.
Altri autori chiamano di JacoBI i polinomi (%)

T (@, %, p) = @ + 1)=& — 1)=# D (o + 1" P — 1) e,

() A. ANGELESCO, Sur des polynomes généralisant les polynomes de
Legendre et d’ Hermite..., Thése présentée & la Faculté des Sciences de
Paris, (Paris, 1916).

G, PéLya e G. SZE(Ji) [« Aufgaben u. lehlsat/e», I, (Berlin, 1925), p. 12 7]

1
2%?‘, Jn(xa 7&, P‘}'

chiamano di Jacoer i polinomi
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ed & facile stabilire le relazioni di passaggio

Jox, ko) =(— 1j"2"( + 1, n) F,,('n—i—y. A1, h 1, %@’)
(_ n
By = o 2= Ly = by,

k. 1 .
Posto ora x :;I si ha D, = Dy, :I—CD_,,_, . e dalla seconda re-
lazione di definizi'mle det polinomi di Jacosr segue
k
(v, n)y"F, (f 5/) = b=y — k)N —Rin Dy y-n—B+1y — k).,
Ma per la formula del n, 2 &
Dy == (— 1)y Dy g1,

e quindi si ricava il risultato

B, (- 1)
y'F, ((, 0 y> (v, ) yB+n (i — kye—Brn D% y—B(y — k)P

1
Posto 8= - e sostituendo k con <k, al limite per ¢—0 si ha
1 sky _ (—1) .
d Lty Y —yey:
J hm F,,(g vy ”) ) Yty eYDyy—vev;

e poiche

. n i :
{ll,y?) y“ lim Fn(_r Vs l‘})
n! —0 \€ Y

rappresenta i reciproci rispetto a &k dei polinomi di LAGUERRE

fy—1i . . . . . . .
L7 up. si ha per questi polinomi reciproci 1a rappresentazione (°)

/K
tj): ”‘m+quﬂ(e 11) .
. M yk
Analogamente, per 8 =% +1 e y==1 si ha

o By =0 el =
Y F,,,(n + 1,1, §> =" o +‘D,, ”M_i .

e poiche

k
?/”F,,,(n + 1,1, —)
Y
vappresenta i veciproci rispetto a k dei polinomi di LEGENDRE

(®) Cfr. VANEY e PALAMA, note (1) e (%).
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V.(x), vale per questi reciproci la rappresentazione
(=1 , nly — k)
TR AR v
Infine confrontando le rappresentazioni, mediante 1’ operazione
di derivata, dei polinomi di JacoBI e dei rispettivi reciproci, si
deduce, con k=1 per semplicita,

1 (8, n
y"F,,(,B, e ?—/) =(— 1)"(‘{:——4@: F(—mn—y+1,—n -3+ 119).

‘ 1
E il risultato di HuMBERT che i polinomi y“F,,({S, y,?—) sono

della classe di APPELL si pud trasformare dicendo che alla classe
di ApPELL appartengono i polinomi
(®, n)

(—‘1)1fW)Fn(_” —y+1L—n—f+1,9).



