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Sul moto di una massa attratta da un centro fisso
con la legge di Newton.

Nota di Mar1o MANARINI (a Bologna).

Sunto. - Si espone un procedimento d’ integrazione dell’ equazione del moto
di una massa puntiforme attratia da un ceniro fisso con la legge di
NewWTON, col quale al vettore che determina il piano dell’ orbita e la
costante delle aree, si associa un altro vettore che ‘determina I asse fo-
cale della traiettoria, U eccentricitac di questa e insieme al vettore pre-
cedente, la costante dell energia.

Credo non privo di interesse esporre un particclare procedi-
mento d’integrazione dell’ equazione del classico problema del moto
di una massa puntiforme attratta da un punto fisso O con legge
newtoniana, ispirato dalla lettura di un interessante articolo di
W. Lmenz (). A questo problema fondamentale, si riconduce il
problema astronomico dei due corpi mobili nello spazio soggetti

(Y W. Lenz, Ueber den'Béwegunsverlauf und die Quantenzustinde der
gestirten Keplerbewegung, [« Zieitschrift fitr Physik », Band 24, 1924, pa-
gine 197-207].

'
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alla legge di NEWTON, ed ancora ad esso si riattacca la teoria
atomica di BoHR relativa al moto dell’ elettrone intorno al nucleo
(teoria dei sistemi idrogemoidi) (*). Il metodo vettoriale si presta
assal bene per trattare il problema suddetto ed in particolare per
stabilire che la traiettoria & una conica, di cui il centro Ffisso O
occupa uno dei fuochi; e qui vogliamo mettere in luce un ele-
gante modo di individuare tale traiettoria mediante due vettori.
costanti d’integrazione e quindi dipendenti dalle condizioni ini-
ziali. Essi precisano la posizione nello spazio dell’orbita e le sue
caratt‘eristichve geometriche, giacché 1'uno fissa il piano per O a
cui appartiene la conica e I'altro ne fissa 1'eccentricith e I'asse
focale (nel caso del moto kepleriano ne fissa la vetta degli apsidi
e la posizione del perielio). Inoltre gli stessi vettori determinano,
naturalmente, anche le caratteristiche meccaniche del moto e pre-
cisamente: I’uno la costante delle aree e insieme la costante del-
1"energia. -

Riferendoci dunque al caso del punto-massa P attratto con
legge newtoniana dal punto fisso 0, diciamo a il versore del vet-
tore P — O e poniamo
(1) P—0=nra r=mod (P — ).

Se v e il vettore velocita del punto P. I'equazione del moto si
pud scrivere nella forma

. dv 1

(2) 3 W = — f ;3 a4,

con f costante (}) e si ha

. apP , , ,_da oy
(3) V=g =T, (at_ TR :Eﬁ)'

Moltiplicando vettorialmente a per 1'accelerazione di P, in base
alla (2), si oftiene

av
4) a N W:O’

che si pud scrivere’
AP— O AV
dt -
ossia
(5) (P—O)Av=crc (costante).

(¢) Cfr. B. FerMI, Introduzione alla fisice atomica. [Zanichelli, Bologna.
1928, pag. 111]. Ed ancora E. Persico, Fondamenti della meccanica ato-
mica. [Zanichelli, Bologna, 1936, pag. 254).

(3) Nel caso del moto dell’ elettrone di carica — e, attratto dal nucleo
di carica Ze, dove Z & il numero atomico (Z=1 per l'idrogeno, 7 ==2 per
I'elio a cui si & strappato un elettrone) & f= Ze?.
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Cosl si deduce che la traiettoria di P ¢ una curva piana e si
& in prosenza del ben noto integrale del momento dell’impulso 0
integrale delle aree. 11 vettore ¢, il cui modulo & il doppio della
velocith areale costante di P rispetto ad O e dipende dalla posi-
zione iniziale P, e velocith iniziale v, di P mediante la relazione

15,) ‘c:(Po—O)/\Voy .

determina la giacitura della traiettoria, che apparterra al piano
per O perpendicolare a ¢. '

Oltre al vettore costante ¢, coi significati geometrlco e mecca- \
nico ora precisati, si pnd determinare un altro notevole vettore
appartenente al piano della traiettoria, che si mantiene pure co-
stante durante il moto di P e serve a preclsare la forma e la
posizione di quglla.

Moltiplicando vettorialmente il vettore e, pure per 1 accelera-
zione di P, si ha successivamente

GA%:-;’;(’/\n:—’; HWP—O)AVINR=

— ,.fs HP—O)Ara’ i Na=—f-(aAa)Aa=—fa’' (%), (axa =0)

Di qui si trae
d
(6) (€ NV fa) =0,

e questa & un’osservazione fondamentale per quel che segue. In-
fatti si deduce da essa

(@ o (‘/\V+fﬂ—f0n
ossia, per la (3),
(7 [(P—0) < V]V + (f — rv)a = fe,,

dove ¢, & un vettore costante, evidentemente parallelo al piano
della traiettoria di P. HEsso viene determinato dalle condizioni
iniziali che fissano P,, la velocith v, e determinano e.

Poichd P ha velocith areale costante intorno ad 0, descriverd
una curva che si svilupperd intorno al punto O cosicchd si potrd
considerare la posizione P, di P per cui P, — O risulta con la
direzione di e,. Se diciamo v, la velocith di P in P, la (7), che
diviene una relazione del tipo

cAV,=qe,

{*) 8i ricordi la formula del doppio prodetto vettori@lG
(@AY N2=(xX2)y— [y xX2r
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mette in evidenza che in P, i vettori v, e ¢, risultano perpendi-
colari.

Pertanto la traiettoria di P attraversa ortogonalmente la retta
per O parallela a e,; ossia mnei punti di tale retta, velocith v, e
raggio vettore P, — O sono perpendicolari : '

(P, —0)>x<v, =0.
Tenendo conto della (7'), per essere in P, a= 11 (P, — 0) si
; .

ricava .
(L—vd)ir— = e

1
Da questa risulta che il raggio vettore P, — 0 avra il verso
di ¢, o il verso opposto a seconda che in P, risulta [ — r0,>=0;
ed il modulo ¢, del vettore e,, il quale mediante la (7) risulta
determinato dalle condizioni iniziali, ® anche dato da

(8) | » c,:’1—i—2.

Si pud ora determinare la forma della. traiettoria riferendoci
alla retta per O parallela a ¢, ed orientata come ¢,. Se diciamo #
I’angolo che P — 0O, ossia a, forma con e, moltlphcando la (7)
scalarmente per @ si ricava

¢cANvXa={[+c,cosbh—1)

In base alla (5) si pud anche scrivere
c2

9 (,/\vxu—cxv/\a-—;—,

onde, confrontando e risolvendo rispetto ad », ricaviamo

ct 1
(10) ‘ =T cos 0

Si vede cosi che si tratta di una conica col fuoco in O avente
2

per asse focale 1’asse polare scelto, per parametro p:cT e per
eccentricitd ¢ —=¢,.

Possiamo quindi concludere che il vettore costante ¢, col suo
modulo determina 1 eccentricity dell’ orbita e con la sua direzione
determina U asse focale; ossia la retta degli aspsidi nel caso del
moto kepleriano ellittico ed & precisamente diretio verso I afelio.

Si pud osservare che il vettore costante ¢ resta determinato
anche variando la legge del moto giacche la (5) & conseguenza
della (4) che @&:valida per una qualunque legge di dipendenza
della forza da ». Invece il vettore costante ¢, & subordinato alla
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particolare legge di attrazione adottata, giacché soltanto con questa
si perviene alla (6).

Tn funzione delle costanti ¢ e ¢, (=¢) si pud esprimere I’ energia
totale costante del sistema H =T + U. Infatti moltiplicando la (7')
vettorialmente per v e ricordando la (5), risulta

[

f('q /,\ v : (f"‘ rejn A v= (\;- 1):’) ¢,

da cui si ricava

Lif o\
(11) cl/\vxc:f(;——v-)m
D altra parte, moltiplicando la (7) scalarmente per ¢, e per #,
si ricava
(12) cAVXxe =—faxe +fe?
' eAvxXa—f=fe xXa

Per la (9) quest’ultima diviene

.o
— —;+f:f(el><a,

onde, sostituendo in (12), otteniameo
2

(13) CAV e ="+ fet— .

Dal confronto della (11) con la (13) risulta

2f ct—1
2 T2t -
v =i
dove il primo membro, moltiplicato per la semimassa del punto P_..
dia I"energia totale H=T+ U. Col segno di tale energia si di-
secrimina se si tratta di orbita ellittica, iperbolica o parabolica

e>1 ¢<<1, e=0)



