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Su un teorema di J. Shohat (*).
Nota di Luigi Beretta (a Firenze).

Sunto. - la A. ritrova un teorema di J. Shohat sull’interpolazione di La- 
grange, semplificando un procedimento di G. Grünwald e P. Turan.

Sia f(x) definita in (— 1, 1). Si prenda, in corrispondenza ad 
ogni n, F ennuplo di punti æ1(n), x2(v)..., x.u{n} in tale intervallo, e sia:

— {X — — x2(M)) ... (x — Xn(v)).
Posto

-, z (,)>jxì n

la formula di interpolazione di Lagrange :

dà, come è noto, il polinomio di grado n — 1. die nei punti xx(n), 
x2(H>, .... x„(n\ prende ordinatamente i valori ffx,00), f(x2(h)),..., f(æ„(M)).

Consideriamo

-4 : Mæ) I: 
i

preso il numero 3. 0 8 < 1, indichiamo con Aìt, Bìt il massimo
di tale funzione rispettivamente in (— 1, 1) e (-— J 4- 8, 1 — 8). Per 
un teorema di Faber-Bernstein, qualunque sia il sistema di punti 
scelto, si ha :

An>Ï2 log

D’altra' parte, per lo studio del problema della convergenza 
uniforme di Ln[f(x)] verso f(x) in (—1, 1) o (— l + o, 1 — 8), è essen­
ziale valutare bordine di grandezza di Alt o. rispettivamente, , 
quando n tende all’infinito (2).

(*) Lavoro eseguito nell’Istituto Matematico della R. Università di 
Firenze.

(9 G. Faber, Ueber interpolatori sche Darstellung stetiger Funktionen, 
« Jahresbericht der D. Math. Verein. ». 23. (1914); S. Bernstein, Quelques 
remarques sur V interpolation, « Comm. Soc. Math. Charkow », 14, (1914).

(-) Per esempio dalla (1) si deduce (Faber, loc. cit.) che, qualunque sia 
il sistema di punti scelto, non si ha mai la convergenza uniforme per tutte 
le funzioni continue.
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Migliore sarà tale valutazione e più vasta sarà la classe di 
funzioni per cui si potranno stabilire teoremi di convergenza (3).

J. Shohat (4) ha studiato per primo in generale il caso in cui 
i punti xk{n) sono gli zeri dei polinomi ortogonali, ossia la succes- 
Jwn(x){ è definita a partire da una funzione p(x) > 0, ^-integrabile 
in ( - 1, 1), mediante la relazione:

1

(1) I p(x)Mm(x)Mìl(x)dx ~ 0, per

—1

Egli ha trovato il notevolissimo risultato che se

(3) p(x) > m > 0, — 1 < rr 1.
allora :

An = 0(n], Bn = Q(\n).'

Intendo esporre qui una dimostrazione estremamente semplice 
di tale teorema, che non mi risulta essere stata pubblicata, e che 
mi sembra costituire una notevole e naturale semplificazione di 
quella data da GL Grünwald e P. Turan (5).

Per dimostrare il primo punto, basterà far vedere che 'nelle 
ipotesi (2) 6 (3) si ha

con c costante assoluta, per tutte le funzioni fix) per cui

— 1 < < 1
Ora si ha:

1 :

—1 —1
1 1

— ~ [P(^hs(x]dx < I-1 p(x)dx = c,,

—1 —ì

(3) Per es. se — 0 (log n), come accade se xfn) cos 1. ossia 

tùn(x) — cos (n arc cos x) (polinomio di Tchebyscheff di la specie), allora si 
ha la convergenza uniforme per tutte le funzioni lipschitziane di ordine a 
positivo qualunque.

(4) J. Shohat, On Interpolation, « Annals of Mathematics», vol. 34 (1933), 
p. 130.

(5) G. Grünwald e P. Turan, Ueber Interpolation, « Ann, R. Sc. Norm. 
Sup. Pisa », 1938.

(6) Cfr. loc. cit., nota (5), p. 145.
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perciò
1

—1
e quindi

(4) ^Lll[f(x)]idx<ci, —

--1

da cui, per un notissimo teorema di Markoff-Bernstein (7),

e perciò
\Ln[f(x)] <cn.

Analogamente, applicando sempre il teorema di Markoff- 
Beknstein alla (4), segue:

\Lti[f(x)]\ < c\n, per — 1-f 8 æ < 1—8.

(7) Cfr. 8. Bernstein, Leçons sur les propriétés extrémales..., « Coll. Borel, 
sur la théorie des fonctions », 1926, p. 37.


