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PICCOLE NOTE 213

Sui polinomi di Laguerre e su una limitazione di G. Szegdo.
Note di U. Broaa1 (a Strasburgo).

Sunto. - Si deducono dalla formola nota

o0
. 1/s — 1\»
./-e—’-*L,,(t)dt == (—s—)
0
le proprieta fondamentali dei polinomi Lin(t), e che

Bt = 2 for (2 RY 0

v —i2) v—12
(C)

(dove C é una curva chiusa racchiudente i/2)
' | Ly(t) | <ebl.
Dalla chiusura del sistema {e—t:L, (1) ] si deduce che, se
f(s) :{e—tw(t)dt =0,
[
+(t) é gemeralmente nulla.

Se &
e dr n n\ 1"
Lty = 5 g ('t ;EJ“’”(;J h!
¢ anche, come osservava il Tricomr (}) e come si vede agevol-
mente (*)
1 fs—1\»
(1) f Ll = - 5-3—) (R(s)> 0) (1)
0 .

La (1) permette di dimostrare nel modo piti immediato le pro-
prieta fondamentali dei polinomi I,.(i).

1. Si ha integrando per parti
1 0 20 t
s e L. (0)dt = [e—"‘/‘LnW)dudt
0 B T |
(" F. Tricomt Tr asf. di Laplace e polmmm di Laguerre, < Rend. Lin.
cei », X\T (1935), pp. 232.239,

0.

() B [e—tsthdt = Rls—h-0, 1(3—1> =3 (- )h( )s—<1z+n.
é s s h—0
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e quindi, poichdé

0

[ L,1+l(f)(]f = “— —1 (e'“]—ln(f)df

0
i

L (h =L, — /L;,(M)d%.

0
Se ne deduce per ricorrenza
m
2) DA lt) = X (— )(h)L‘”‘ "),
h=0
D DR et ,
8 L3
et — _1_(8__7;,1_)"']
"e FL bt = — 13 )
0 ’
o2+l (L—;l)" n s —'-1)"—1 n+1 (s — ‘)"""'_
T s s_,—"kg'(\ s | T s s /T
= [e=[2n + VL) =+ O () = I (h]dt.
; .
3

(n+ DLy () — 20 + 1 — HL.(H) “+ nl_ () =0.
Se ne

deduce. derivando due volte rispetto a ¢ e tenendo presente
fa {2) . :
4 L (h + (L — HL () +~ nL, () =0.

3. 11 sistema je—t:1.,(f)! & ortogonale e 1}01'111a1izzat0 B

00
d: (1 (s —'—1)"‘
—_ eis .
(— ) f[,“(f)dt__dg_b — )
0 ;
Se ¢ =0, 1.0 —1, tutti i toumm del s secondo membro, in cia-
s —1

seuno dei quali figura come fattore una potenza positiva di s
si annullano se g==1.

Se ¢=n od s =1, tutti i termini del secondo memburo si annul

' . ! . Pt s

lano. meno il termine S che assume il valore 2! Poiché il
. . (—)

coefficiente di 1" in L,(fH) & e si ha

o0

le— 2 hat =1.
o
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—
St

1 dunque
[e”Lm(t)L,z(t)dt =
0

0, se m 4=,
1, se m = n.

4. 11 sistema je~t:L,(f)! & chiuso: se

(A) fwlr’(t}dt <o,
i |
® [ Ltyrinat = o, =01, 2 )

;
¥(#) & generalmente nulla.

Si deduce intanto da (A) e dalla disuguaglianza di SCHWARTZ,
che 1'integrale di LAPLACE

oe

Fis)= [e”"“l‘(t)dt
0
1 1 .. .
converge se s==-;- e pertanto se R(s)> . E infatti
o0 2 1;0 ':0
< {e-”‘—‘ De~ti F(f) dt) ;,c““"*”df’e““l"-’(t)dt.
) T )

[y

8F(s), olomorfa nel semipiano R(s)>> . vi ammette uno sviluppo

5

(A

3—1.

in serie di potenze di

o s— 1\7 — 1
sF(s)=2Xc, ( ) © lim e "< 1
n=>0 N $ ‘ -

E dunque anche

W) o S enLint).

n=0

Se ¢, =0 & F(s)= 0. Per un noto teorema di LErcH (%), 1a fun-
1
zione determinante F(s) non pud essere nulla in R{(s)> -, senza

che in ¢ > 0 lo sia quasi dappertutto la sua generatrice W(#).

() Cfr. ad es. S. PINCHERLE, Funzioni analitiche, pag. 335.
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5. B, se t >0

L] < e,

B infatti per la formola d'inversione di RIEMANN, se
0
fis) :[e‘“go(i}dt
0
converge nel semipiano R(s) > 4, ed & 1> 1

0 w i oo
p 1 '
fis) = 5x [e““ e'“flu)du.. (%)
0 IL;i’XJ

Per il teorema di LERCH prima ricordato, se { > 0 & anche
pA-E20

1 %7
o(t) == 57 / e'“flu)du

p—ioo

guasi dappertatto; e qualunque sia £> 0, se x?) & continua in
ogni punto del semiasse reale positivo.

- 1
E dunque se t > 0, u=

T U= iy

_,‘Z‘—H'%
17 u— 1\ du
Lty = 5= [e{— ") =
274, u u
1o
00
e': (U+1‘/2>n dv
—— t _ .
27 ) v—i2) v—1ij2
20

L L (i), N
Poiche ¢ >0e o i2\v_qpl ® regolare nei punti dell’ asse reale
e nulla all’ infinito, pud scriversi (%)

+00 ) i ‘.
! " (’U -+ 'l/2)” dv i (Qv + /2 \’n dv
el | ———g5| T = /e of - _
/ v—i2] v—1i2 v —d2 v—¢2
o :

dove C & una circonferenza di centro /2. K

i
i

) Cfr. ad es. S. PINCHERLE, 1. ., pag. 330
(") E. LanvgLiv, Le calcul des résidus, pug. 47.
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e pertanto anche
- 2

, 2
e~ | Lt < Sn /d(f):],
0
Si ritrova in sostanza, come conseguenza immediata di relazioni

fondamentali, la disuguaglianza

[ L] < e (E = 0)

che G. Szred, cui essa risale (%), fonda sa caleoli espressamente |
escogitati per dimostrarla.

6. Nel § 4 la chiusura del sistema 'e—:L,(f)! ¢ stata dedotta
da cid che, se in R(8) >nu &

(e8]

(5) fis) = /e—’-’qa(t}dt =0
0

o(f} & quasi dapperturto nulla. Sussiste la proposizione reciproca:
se vale la (3), o(f) & quasi dappertutto nulla poiché il sistema
‘e=":L,(t)! & chiuso.

Sia >0, 3>0. 2 - % =2u,

(s + 8)f(s) ammette in R(s) > uno svilnppo in serie di potenze

.8 —ua )

di pray 1
Poicheé come si vede sens’ altro .

di coefficienti %,, «,.... tali che lim[znlrltg 1.

o0

s — y " ) . ‘
(g‘;‘s) = [+ L [+ st

1
s— 8
0

e'tg(t) oo Su, L[ + 8)t].
0

Se & f(s)=0 in R(8)>u & =z, =0, e poiche il sistema [e="2L,(#)]
& chiuso ("), & quasi dappertutto z(f)=0.

() G. Szred, Ein Beitrag zur Theorie der Polynome von LAGUERRE und
JACOBL. « Math. Zeitschrift », vol. T (1918), pp. 341-356, § 2.

() Cfr. ad es. G. VITALI e G. Saxsone, Moderna teoria delle funzioni
i variabile reale, vol. 11, pp. 208.210. -



