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PICCOLE NOTE 99

L’influenza degli urti sulla propagazione delle radioonde 
nei gas Ionizzati.

Nota di Dario Graffi (a Bologna).

Santo. - Nel calcolo della velocità media per gli elettroni di un gas joniz- 
zato in cui si propaga un campo elettromagnetico, si ammette, di solito, 
che l’effetto degli urti fra elettroni e molecole sia equivalente ad una 
forza di attrito. Questa ipotesi è stato provata, ammettendo sinoidale il 
campo elettromagnetico, da Appleton e Chapman in base a conside­
razioni di meccanica statistica. L’À. estende queste considerazioni al 
caso (non contemplato dai suddetti autori) in cui sul gas agisce un 

" campo magnetico, supponendo inoltre il campo elettromagnetico variabile 
in modo qualunque col tempo.

1. Consideriamo un gas j guizzato, costituito, per semplicità di 
esposizione, solo da elettroni e da molecole neutre. Nel gas, sotto­
posto all’azione di un campo magnetico costante jET0, si abbia un 
campo elettromagnetico di una radioonda F, JET. È fondamentale 
per la propagazione jonosferica scrivere le equazioni di .Maxwell 
per F e H. E per cose note, si raggiunge questo scopo, qualora 
si conosca la velocità media Vm degli elettroni per unità di vo­
lume, in funzione dì F.

Il calcolo di Vm si fa di solito nel seguente modo. Si osserva 
che su un elettrone di carica e, massa m, velocità F, agiscono le 
forze eF. e eVf\H^ (la forza dovuta al campo II è trascurabile) e 
inoltre una forza che rappresenta l’azióne delle molecole sul­
l’elettrone (ì), forza che si manifesta in modo sensibile solo du-

(9 Ammetteremo, conformemente ai resultati di Darwin (« Proceedings 
Royal Society», 146, 17-46, 1934) trascurabile l’azione sull’elettrone degli 
altri elettroni.
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ran te un urto. Si ammette,, di solito, che la media delle per gli 
elettroni dell’unità di volume equivalga ad una forza di attrito il 
cui valore sia (se v è il numero degli urti dell’elettrone nell’unità 
di tempo) —

Allora sommando le equazioni del moto dei singoli elettroni 
per unità di volume e dividendo per il loro numero N si trova 
1’ equazione :

(1) m = eF+e F,„ A H — mv VM.

dalla quale si ricava, come è noto, Vm. La validità della (1), ossia, 
in ùltima analisi, l’equivalenza degli urti ad una forza di attrito, 
è stata dimostrata da Appleton e Chapman (2) sulle tracce di una 
dimostrazione di Lorentz (3), supponendo £T0 = 0, F sinoidale.

Ci proponiamo in questa Nota di provare, nell’ipotesi dei sud­
detti Autori, la validità generale della (1), ossia anche se 0, 
e la F non è sinoidale. Supporremo solo, conformemente del resto 
a quanto succede in pratica, F nulla negli istanti precedenti una 
certa epoca (del resto comunque remota) che possiamo prendere 
come origine del tempo (4).

Noi otterremo i nostri resultati mediante alcune considerazioni 
di calcolo operazionale. Ci sembra che. senza questo metodo (forse 
di qualche interesse), si andrebbe incontro a calcoli lunghi, anche 
se non concettualmente difficili.

2. Prima di entrare in argomento osserviamo che l’unità di 
volume del gas verrà scelta abbastanza piccola, in modo che F si 
possa ritenere in questo volume uniforme, abbastanza grande in 
modo da contenere molti elettroni. Così, per esempio, nella re­
gione F2 della Ionosfera si può prendere come unità di volume 
il dm.3 che contiene circa IO9 elettroni, mentre il campo elettrico 
(la cui lunghezza d’onda è al minimo 10 m.) (5), si può ritenere 
in un dm.3 uniforme.

Per calcolare Vm all’istante t. prendiamo in esame gli elet­
troni contenuti in un volume unitario che hanno compiuto l’ul­
timo urto all’istante t — 0, e più precisamente nell’intervallo (t—-0,

(2) Appleton e Chapman, «Proceedings Physical Society »,- 44, 1932, 
246-254. Vi s^no, nella letteratura radiotecnica, numerosi studi sull’effetto 
degli urti, ma non mi consta che sia stata ricavata la (1) nel caso gene­
rale jETo^O, F non sinoidale e nelle ipotesi di Appleton.

(3) Lorentz, Theory of Electrons, 1909, pag. 309.
(4) Questa ipotesi è fatta per evitare inutili complicazioni matematiche, 

ma, forse, non è necessaria.
(5) Ci riferiamo alle radioonde che traversano la Ionosfera. 
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t — Ô — d6). Nell’ intervallo (t — 0, t) agiranno su questi elettroni solo 
le forze eF, eV/\HQ. Avremo allora:

,. d V
(2) =eF+er XJH».

Sommiamo la (2) su tutti gli elettroni che hanno finito l’ultimo 
urto all’istante t — Ô. Indichiamo con A il loro numero, con F0 la 
somma delle loro velocità. Si ha subito :

dvo
(3) m-^ = AeF+eVht\H„

Da questa equazione si può calcolare ro, ammettendo con Lo­
rentz e Appleton che dopo un urto la direzione delle velocità 
degli elettroni non sia in alcun modo privilegiata, sicché si possa 
supporre Fo 0 all’ istante t — 0.

Allora F0 all’istante t sarà determinata dalla (3) applicata Hel­
l’ intervallo (t — 0, £), o meglio dalla conoscenza di F in questo in­
tervallo. Quindi il valore di F0 all’istante t che si ricava dalla (3), 
non cambierà anche ammettendo valida, come ora faremo, questa 
equazione in tutti gli istanti superiori a t.

Allora cambiamo nella (3) t in r. Moltiplichiamola per e 
integriamola da t — Ô a \T, essendo T > t e w un numero complesso 

e 
con parte reale positiva. Si avrà subito, posto w0 " HQ

T T T
(4) / e-°T ~ eh = — i Fe~"’T dr 4- / e~ Kndr A <-» •

■ • / ar ml J "
i—0 t—0 t-0

Integriamo ora il primo membro di (4) per parti ricordando 
Fo = 0 per x = t— 0. Indicando con f e -v gli integrali a secondo 
membro di (4) contenenti rispettivamente F e F0 e con a il vet­
tore e~uTFo(T) si ha :

(5) <•) p —— ~ i v /\ ioq tt.

Risolviamo questa equazione in v con un artifizio dovuto in 
sostanza ad Hartree (6). Moltiplichiamo prima scalarmente, poi 
vettorialmente la (5) per <o0. Si ha, ricordando note formule di 
calcolo vettoriale (7) :

(6) («W x a>n— A — /* X a>0 — tr>i) X tt,m

(7) M V /\<O0 = A (V X 0>o)wo   Wo‘?t>   a A <*»0 •

(6) «Proceedings Cambridge Philosophical Society », 27, 143, 1931.
(7) Cioè la formula (v/\ <o0)/\<°o = (f X tóo)wo ~~ M 2f’-
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Sostituendo al primo membro di (7) il valore di v f\&>0 dato 
da (5), e al secondo membro il valore di v.x-<*>0 dato da (6), si 
trova, dopo alcuni calcoli :

(8)
6 0) 4 e / A<y0J H XX g gm w* 4- w0‘ m to2 4- w02 + . £ (o»0X/)<o0 

m tosto* 4- to02j

(“o v ">«»» __ <tAMo __ ">
tosto2 4- toQ2) to2 4- o)Q2 to* -4- to02

Vediamo ora di passare da v a FQ. A questo scopo conside­
riamo nel piano complesso la retta c — -Zoo, c + ïoo a destra del­
l' asse immaginario. Integriamo (8) moltiplicata per ewt lungo que­
sta retta e dividiamo il resultato per 2iti.

F0 soluzione di equazioni differenziali a coefficienti costanti, 
sarà continua con la sua derivata, quindi per il teorema di 
Fourier ft il primo membro dell’equazione che cosi si ottiene 
varrà F0(f). r

Gli integrali contenenti a sono nulli, come è facile convin­
cersi (9). Si avrà così : .

c+ix) c t- ioa ,
1 , e f toß^k 1 e c <*>n -s9) Fo = Ö—. A — I --------g /cito 4- 5—; A — /. »...—cito 4-

v ö 2wt m / w2 4- w02 2irr mj w2 4- w02
c—ioo c—too

■ les e»f(/x <•>„) ,
•+■ . — 1 —_— --------------—- W.cito.

2irr tn J toso)2 4- to02) 0

(8) Infatti è :
C+too c 4" too T

ài!=à / / e~“T w*-
6—too 6- too ê—8

Ora l'integrazione rispetto a to e equivalente all’integrazione sempre ri­
spetto a to lungo l’asse immaginario, cioè da —too a 4™too. (Cfr. per es. là 
mia Memoria: Considerazioni sul metodo degli operatort funzionali. «Me­
morie dell’Accademia Pontificia dei Nuovi Lincei », 1935, pag. 215). Si 
ottiene così lo sviluppo in integrale di Fourier di una funzione nulla
fuori dell’intervallo st — 9, T) continua con derivata continua in questo 
intervallo. Siccome questa funzione all’istante / coincide con F0 (calcolato 
nello stesso istante i), il nostro asserto resulta così provato.

(9) Infatti l’integrando dei due primi è regolare nella regione del piano 
complesso a destra di c — too, 0 4 too, poi, essendo T^>t, detto integrando
tende in tutta la regione per | w | —*00 uniformemente allo zero di ordine
maggiore di 1. Essi sono perciò nulli. (Cfr. la mia Memoria citata, pag. 222). 

L’ultimo integrale si può scomporre nell’integrale di--------------Ftz(I’) som­

mato con l’integrale, di 6 Fa(T). Quest’ ultimo è nullo per >(to2 4- to02) ° ' 1 ’ 1
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I tre integrali ora scritti sonò ovviamente convergenti, perchè 
se F è continua con la sua derivata (come si può sempre ammettere 
senza ledere la'generalità della questione) /‘ tende per w—* c^btoo 
nllo zero di ordine numerico uno (10), e allora ogni integrando 
tende per w c ± too allo zero di ordine numerico (n), almeno 
uguale a due.

È poi facile provare ('"') che la /‘ nei secondi membri di (9) si 
può anche scrivere uguale all’ intégrale di £~qtF(t) esteso fra 0 et 
senza alterare l’equazione in discorso.

Ciò posto, vediamo di calcolare Vm. A questo scopo ammet­
tiamo con Lorentz e Appleton che il numero A degli elettroni 
il cui ultimo urto è avvenuto nell’intervallo t — Ô, t — ô — dû 
valga Aye~vedÒ, se A è il numero degli elettroni per unità di volume. 
Allora per calcolare Vm basta sommare tutte le F^ e dividerle 
per A, o in altre parole, occorre integrare il secondo membro di (9) 
rispetto a 6 e dividerlo per A. Noi limiteremo questo calcolo al 
primo integrale di (9) che indicheremo con Z, che le stesse considera­
zioni si possono ripetere per il secondo e per il terzo. Si avrà (,3):

(10) I = d . / ve~ve ÄS / I
J J w2 4- (O0~ J
0 c— i~>o t—0

CÌilò oo t
" 75-"-. / o------- 7- dw I ve“v d? / e OtF(T)dr.

c—ioe ò 7—0

le stesse ragioni degli altri ora considerati, l’altro è pure nullo, come è 
notissimo. (Cfr. PiNcherlè, Teoria delle funzioni analitiche, Bologna, 
Zanichelli, pag. 330).

(l0) Loc. cit., nota (8).
(u) Ricordiamo che'una funzione tende per |(o|—*-.oo secondo una celta 

direzione allo zero di ordine numerico a, (a > 0) quando esistono due nu-
■ jf

meri positivi M e tali che per | <0 [ >> sìa | /(■«)) | < j——.
(l2) Dimostriamo ciò per il primo integrale di (9). Le stesse considera­

zioni si possono ripetere per gli altri. Si ha subito :
T c+ioo - t ci ioo T

./»T«? dm.l à/

c— ix> 0 ci— OO 0 c—ix> *t

Ora l’ultimo integrale è nullo, perchè l’integrando è a destra di c — too, 
04 too regolare, e tende, uniformemente allo zero per Jco] —*00 d’ordine 
numerico maggiore di 1. (Cfr. la mia Memoria citata, pag. 223). Risulta 
così il nostro asserto.

(’3) Si noti che l’inversione delle integrazioni nella (10) è lecita per il 
carattere delle funzioni sótto il segno.
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Ora, integrando per parti, si ha :

f ve“''9 df) I e~,JTF(t)cIt = / e"“1*-0’ e-v0 F(t - SM.

0 t—0 0
Sostituendo nell’ espressione di I dopo aver posto t — Ô = cam­

biando o) in 4-v e ricordando infine che F(?) è nulla per t<0
C—t

2tUJ (co, 4- v)2 4- co/ ' / v 7
C—y—/-» Ô

Ovviamente questo integrale non cambia ponendo co in luogo 
di Wj, t in luogo di $ ; e per il teorema di Cauchy non cambia 
se nei limiti si pone v = 0. Esso allora coincide col primo inte­
grale di (9), purché in luogo di co si ponga co 4~ v ("), ài t — Ô Hel­
l’espressione di / lo zero, e si faccia A — I. Si può dunque con­
cludere in generale che Vm è data da (9) ponendo co 4- v in luogo 
di co, 0 di t — 6, A = 1.

Ciò posto, riprendiamo l’equazione (1) divisa per m:

_ . dFm 6

Se noi dimostriamo che la soluzione di questa equazione coin­
cide con l’espressione di F/n sopra trovata, resterà provato ovvia­
mente che Vm soddisfa alla (1), scopo del presente lavoro.

Siccome il campo elettrico è nullo per 0, sarà anche Fm~ 0 
per t = 0, sicché potremo applicare alla (11) le stesse considerazioni 
fatte per la (3), sostituendo però 0 a t—0 e tenendo presente che 
ora A~i. Eseguendo i calcoli si trova facilmente come resulti 
una equazione analoga a (5) con Vm e co 4- v in luogo di e co. 
Allora ripetendo le considerazioni fatte per passare da (5) a (9) si 
troverà ViU soluzione di (1) espressa mediante (9), dove, però, in 
luogo di co vi è co 4- v, di t — 0 0 e A vale 1.

Il nostro asserto è così completamente provato. Anzi dalle nostre 
formule si ottiene subito Fm espressa operazionalmente mediante F,. 
il che in qualche caso può essere utile.

Termineremo con la seguente ovvia osservazione. In pratica si 
suppone F alternativo sinoidale e si prende per soluzione di (1) l’u­
nica alternativa che, però, in generale, non è nulla per t =. 0. Ma è 

facile vedere che, dopo un certo tempo, grande rispetto a ç. pra­

ticamente brevissimo, la soluzione di (1) nulla per t = 0 coincide

(14) Esclusi gli esponenziali e così nel seguito.
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con quella alternativa. Sia infatti x la soluzione alternativa, posto 
K/a = oc 4- y avremo dalla (1)

dy

moltiplicando scalarmente per y si ha :

dt J
e se è il valore di y per t = 0

2 -2

Allora ■yì per t grande rispetto a - è trascurabile, quindi TI|; 

si riduce a jr, come si voleva provare.


