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Il Trattato delle spirali di Archimede,

Nota di F. SiBrraNI (a Bologna).

Sunto. - Sono riprodotti gli enunciati delle proposizioni confenute nel
Trattato delle spirali di ARCHIMEDE, esposte le dimostrazioni date dal
grande atemnatico siracusano (falora con simboli moderni) ed infine
date alcune dimostrazioni coi wmezzi analitici moderni.

Le opere di ARCHIMEDE (287-211 a. C.) che noi conosciaino sono:
1. « Della sfera e del cilindro ».
2. « Misura del circolo ».
3. « Dei conoidi e sferoidi ».
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« Delle spirali » {}).
« Dell’ equilibrio dei piani ovvero dei loro centri di gravita ».
« I’ Arenario ».
« La quadrattira della parabola ».

8. « Intorno alle cose che stanno in sull’acqua o che in quella
si muovono ».

9. « I lemmi ».

10. « I1 problema bovino ».

1l trattato delle spirali comincia con una lettera a DosiTEO0 (*),
al quale ARCHIMEDE manda la sua opera; la leftera si chiude con
queste parole « e qui ancora, come nei libri che io prima trasmisi,
assumo questo lemma ». :

LeMMa. — Delle linee e delle superficie d@seguah, la dzﬁ”m enza
di cui la maggiore supera la minore pud, ripetuta, superare qual-
sivoglia grandezza data fra quelle che si possono confrontare.

Si direbbe, con linguaggio moderno, che si postula che le
lunghezze delle linee e le aree delle superficie somno grandezze
archimedee. ,

I/ opera si pud dividere in due parti: le prime 11 proposizioni
servono di introduzione, in quanto sono 4 teoremi e 7 problemi
ai quali si ricorre per le dimostrazioni dei teoremi sulle spirali:
questi ultimi sono 17, seguiti da parecchi corollari, e costituiscono
il vero trattato delle spirali.

NS ot

Proros. I - TeEorEMA. — Se un punto si muove sopra una
linea con molo equabile (*) ed in essa si prendono due linee (*).
queste avranno fra loro la stessa ragione che hanno i tempi nei
quali il punto le percorre.

) Del trattato delle spirali fu fatta nel 1886 una versione in italiano
dall’ing. V. Sasson1 (Bologna, N. Zanichelli) sull’ edizione del testo greco
curata da J. L. Hemsere (Archimedis opera omnia e Codice fiorentino
recensuit latine vertit notisque illustravit J. L. Heiberg. Lipsiae, 1880-81).
Fra le traduzioni in altra lingua notiamo: in francese quella di PEYRARD
{Parigi 1807) e la pint recente di P. VER EECKE (Les oeuvres complétes
d’Archiméde, Paris-Bruxelles, 1921; per le spirali pp. 237-209); in tedesco
quelle di SturM (Norimberga, 1670) di Nizze (Stralsund, 1824) e la pin
recente di F. KL1EM, versione in tedesco (Berlin, 1914: per le spirali
pp. 283-314) della versione inglese di Sir TH. L. HraTH.

(*) Dos1TEO DA PrLUSIO (270-200 a, C.).

(]} Moto equabile, dice GALILEO nella Giornata terza dei suoi Dialoghi,
& quello le cui parti percorse dal mobile in qualsivogliano tempi eguali
sono fra loro eguali.

(!) Ciod due archi di traiettoria.
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ARCHIMEDE dimostra la proporzionalita fra il tempo e lo spazio
percorso nel moto uniforme, se questo & definito come nella nota (3).

Provros. IT - TeoREMA. — Se due punti, ciascuno sopia una
lovo propria linea, si muovono con moto equabile, e sopra di ognuna
st prendono due linee, delle quali tanto le prime che le seconde
siano percorse dai puniti in lempi eguali, dette linee avranno fra
lorvo la stessa ragione.

ARCHIMEDE dimosfra che in due moti nniformi gli spazi per-
corsi a parith di tempo sono proporzionali.

Propos. III - ProBLEMA. — Dato un nuniero gqualsivoglia di
circoli. si pud costruire una retia (°) che sia maggiore della somma
delle loro periferie. \ ‘

" Basta formare un segmento — dice ARCHIMEDE — eguale alla
somma dei perimetri di poligoni circoscritti ai dati circoli.

Proros. IV - ProBLEMA. — Date due linee diseguali, una retta
ed un arco di circolo, si puo costruire una retla winore della pii
grande delle linee date e maggiore della pid piccola.

I1 ragionamento di' ARCHIMEDE, con veste moderna, & questo:
se ¢ & la lunghezza dell’arco di circolo, s quella del segmento ed
@ ¢> s, pér il primo lemma ¢’& un intero n per cui

nic—8)=>s .
da cuil
s
- < c— 8§
n
ed allora
1 o
§+ s<¢ S§+ -8>38
/”, e ) n —

[

. 1 . .
ciod il segmento di misura s -+ w S & quello che si vuol costruire;

se ¢ < s, esiste un intero n per cui

(s — ¢) > s,

)

ed allora o
’ .8 £
§>C+ -, C+ - >¢C;
n "
. . 3 s
il segmento che si vuol costruire ha la lunghezza ¢ + e

() Ciod un segmento. Anche negli altri evunciati & facile comprendere
quando ARCHIMEDE intende con la parola reffa dire segmento di retla.
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Propros. V - PROBLEMA. — Dafo un circolo ed una wvetta ad
esso tangente, si pud condurre dal ceniro alla tangente una retta
in wmodo che la porzione di essa compresa fra la periferia e la
tangente abbia al raggio ragione wminore di quella che ha 1 arco
compreso fra il punto di contatto e la retta prolungata ad un arco
di circolo gqualsivoglia (°).

Riportiamo la costruzione di ARCHIMEDE, per un particolare
che merita conto di segnalare, solo camblando quando occorra, la
parola retta con segmento.

« Sia ABC il circolo dato (fig. 1) di centro J, la retta DF sia
tangente al circolo in B e sia anche dato un arco yualsivoglia.

F

D B

Fig. 1

Si pud certamente costruire un segmento maggiore dell’arco dato
e sia E. Si conduca pel centro J la retta AG parallela alla DF e
pongasi il segmento GH uguale ad E che converga al punto B;
si prolunghi la retta condotta dal centro J al punto H. Pertanto
la stessa vagione ha FH a HJ che BH a HG, percui FH a HJ ha
minor ragione di quella che ha I'arco BH all’arco dato, perche
la corda BH & minore dell’arco BH e il segmento HG & maggiore
dell’arco dato ». \

I1 particolare interessante a cui alludo dianzi & quello del
tracciamento della retta BG in modo che sia HG eguale al seg-
mento K.

Questa costruzione non & fatta con la riga e col compasso, ma
per adattamento sperimentale; la costruzione detta per inferca-

(") Areo i cireolo arbitrariamente prefissato.
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lazione (od inserzione) era tuftavia ritenuta lecita dagli antichi
geometri (7). :

Si pud notare che il punto G & l'intersezione della retta AC
con la concoide che ha per base il circolo dato. per polo il punto B
e per segmento costante il segmento E.

Proros. VI - ProBLEMA. — Dato un circolo ed in esso una
corda st puo condurre un raggio che seghi la corda in modo -che
la porzione compresa fra la periferia e la corda abbia wna doata
ragione alle vetta condotia dall’ estremo del raggio all’ estremo della
corda, purche tale ragione sia minore di quella che ha la meta della
corde alla retta che dal centro & condotta ad essa perpendicolare.

Si comnsideri (fig. 2) un cerchio di centro O e sia AB una
corda, C il suo punto di mezzo. Siano dati due segmenti « e 8 il

cui rapporto =.% sia minore del rappor& CB:0C: Da O si mandi
una retta s parallela alla corda AB, si conduca i} raggio OB ¢
per B la normale al raggio la quale incontri la s in D, I tri-
angoli OCB. OBD sono simili, percio ??_QC: OB:BD e quindi
il rapporto =:% & minore del rapporto OB:BD.

Sia v un segmento tale da aversi «:8= 0B:y. di modo che
& v> BD. Per B si mandi una retta che incontri la s in E (fuori
di OD, dalla banda di D) (}) ed il circolo in F in modo che sia

(") ZeurHEeN, Histoire des Mathématiques, p. 64.

() Questo & possibile per essere v > BD: allora F cade nell’avco mi-
nore di mezza cireonferenza sotteso dalla corda e percio OF incontra la
corda.
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FE==+. Se G & il punto di incontro della corda AB con il rag-
gio OF, sarhd ‘

GF:FB= 0B:FE ciot GF:FB=x4

E dunque OF il raggio che si voleva condurre.

Proros. VII - PrRoBLEMA. — Abbiansi glé stessi dati e si pro-
lunghi la corda; si puo costruire una rette che dal ceniro vada
alla corda prolungata in wmodo che la porzione di essa interposta
fra la periferia ed il prolungamento della corda abbia una data
ragione con la retta condotta dall’ estremo della costrutta all estremo
della corda, purché tale ragione sia maggiore di quella che ha la
meta della corda compresa mnel circolo alla retta che dal centro &

- condotia ad essa perpendicolare.

Siano dati i due segmenti x e 8 aventi il rapporto »:% mag-

giore di CB:0C (tig. 3). Condotta, come dianzi, la retta s e de-

Fig. 3
terminato il punto D, sard «!f > OB:BD. Se v & un segmento tale
da aversi B = OB:y, & 1< BD. Per B si mandi una retta che
incontra la s in un punto E (fra O e D) e la circonferenza in F
(nell’ arco maggiore di mezza circonferenza) in modo che sia FE =-.
Se G & il punto di incontro della OF col prolungamento della
corda, sard
GF:FB = OB:FE, cioe (ﬁ:l—”_:a:{i.
B dunque OG la retta che si voleva condurre.

Proros. VIII - PROBLEMA. — Dato un circolo, una corda, ed
una tangente nell estremo della corda, si pud condurre una retta



- 166 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

che vada dal centro del circolo alla corda in modo che la porzione
di essa fra la periferia e la corda abbia una data ragione allp
parte di tangente che la stessa retta taglia dal punto di contatto,
purché la ragione data sia minore di quella che ha la meta della
corda a quella condotia dal centro ad essa perpendicolare. '

In un circolo di centro O sia AB una corda e C il suo punto
di mezzo: siano poi 2 e § due segmenti tali da essere «.% << CB:0C.
Condotto il raggio OB, si conduca per B la perpendicolare al ra'ggio
la quale incontri in D la parallela alla corda passante per il centro.
Il rapporto =:8 & minore del rapporto OB:BD. Si prolunghi DB
fino ad E in guisa che sia x;8 = OB:BE; sara allora BE > BD.

Si costruisca il circolo (fig. 4) per i punti O, D, E e si er0-
lunghi OB fino ad incontrare il circolo in F. 8i conduca per 0

Fig. 4

unﬁ retta che incontri la DE in un punto G ejllulstimo circ‘olo in
un pynto H in modo che sia GH = BF (°); la OH incontri in L
la corda AB ed in M il circolo primitivo. E manifestamente
EG x< GD:0L =< GD = EG: 0L,
0G = GH:0G = BD = GH: BD.
Ma & ‘ ‘
0G < GH=EG %< GD: OL %< GD = 0G < BD

(@) B la solita costruzione per intercalazione. -
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per(’he 0IL:0G = BD: GD onde
GIH:BD = £G:0L: BF:BD = EG:0L
per essere GH = BF. Ma
BE.0OB = BF:BD Quindi BE:OB =EG:0L
e,—pef essere O_E: O_M ' ; | -
BE.OM = EF’ITI_) quindi’ BE:OM = EG: OL.

Ne consegue

(OM — OI):(BE — EG)= OB:BE

ossia, infine, LM _@ %:3. La retta OM & quella che si voleva
costruire.
Proros. IX - ProBrEMA. — Abbiansi gli stessi dati e si pro-

lunghi la corda; si puo condurre una vetla che vada dal centro
del circolo alla corda prolungata in modo che la- porzione di essa
compresa fra la periferia e la corde abbic una data ragione con
quella parte di tangente che essu retta taglia dal punto di contatto.
purché tale ragione sia maggiore di quella che ha la metd della
corda compresa nel circolo « quella mlfa condotiu dal centro ‘ad
€8s pey pen (lzcolm e.

.f‘- -’

Fig. 5

Sia, come dianzi (fig. 5). AB una corda di un circolo di
centro O e C il punto di mezzo della corda..Il rapporto dato sia
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quello dei segmenti » ¢ 8 e si supponga «;f > CB:0C. Costruito
come dianzi il punto D, risulta « uif > ( OB:BD; si prolunghi DB
fino ad E in guisa che sia «:3 = OB:BE; sary allora BE < BD.

Per i punti 0, D, F si faccia passare un circolo, il -quale in-
contri in ¥ il prolungamento di OB. Per O si conduca una retta
che incontri la DE in G e Dultime circolo in H in modo che
sia GH —="BF; la stessa retta incontri in I il prolungamento della
corda AB ed in M il circolo primitivo.

Come nella dimostrazione precedente si perviene alla propor-
zione BE:OM = EG: 0L, da cui

(0L — 071):(FG — BE) = 0B: BE

od infine MI:GB = «:8; la retta cercata & la OH.

Propros. X - TrorEMA, — Se quante si vogliono rette eccedono
UVun Uallra ordinatamente di equal quantila e U eccesso sia eguale
alla minima ed inollre me siano date altre in numero eguale alle
prime ed in grandezza eguali ciascuna alle massima. la somma
dei quadrati costruiti sulle rette equali alla massima, accresciuta
del quadrato della massima e del rettangolo contenuto dalle minima
e dalla retta equale a tutte quelle che eccedono fra loro di eguale
quantita, sara eguale al triplo della somma dei quadrati di tutle
le - rette che eccedono egualmente. «

Detta @ la misura del segmento minimo, algebricamente si
tratta di provare I’identitha

(n+1mtal+ala+2a+ 3a+..4-nal =3, a’+ 4a* + 9a* +...+ nta® .

Il primo membro vale

: 1 /(32 -+ 1)(E 1
(n + 1)nta® + /}Mi)i—) at — /ﬂn f,lg,zil_‘_ 1) a?

il secondo

3 n(n + 1)(2n + 1)

2
6 @

onde I’ eguaglianza precedente & dimostrata.

Diamo ora la dimostrazione di ARCHIMEDE, solo presentandola
con simboli moderni. Siano a,, a,,.. @, segmenti in progressione
aritmetica di ragione a,. B

R R el e e e T e A R
32— g2 2 S
@+ Q) = a2 a4+ 20,8, 44,
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onde
a2+ dy +a,) 4+ (0, + a, )+ .+ (@, + @)+ a=
=al+al+altra’+a |+ +ara’+a’+
4= 2(@,0, 4+ O 0,y = Gy O+ (4,0,).

Il primo membro & la somma di % + 1 quadrati del segmento
massimo «,; il secondo membro & il doppio della somma dei gua-
drati costruiti sugli # segmenti dati piu il doppio dei rettangeli
@ull,, @, y... @, 0y, Q,0,. Per completare la dimostrazione basta
far vedere che il doppio della somma di questi rettangoli au-
mentata del rettangolo fatto su @, e su a, + a, + ... + a, equivale
alla somma dei quadrati costruiti sugli » dati segmenti.

Poiche o ’

2(l’3an—l : 4(7/3“”
20,0y, = ba,m,
2a,0, = 8a,a,

24,0, = 2n — 1)a,aq,
ne risulta S )
'_’.[(l,av,% Ay, Ayl = Q0] =

= a [2u, + 4a, + ba, + 8a, + ... + 2(n — 1ja,]
e guindi anche

Aaya, + a0,y + @,y 4 o+ Auls] + @ fa, 4 A+ o+, | =
=a,la, + 3a, + ba, + Ta, + ... + 2n — )a,].

Ora &

¥ “ — naya
@ = na, . =N,
na, = a, +# — a, == a, + (6, + @) + (a; + ¢, _)) + ...
ot (@, + a)=a, +2a, + a; + ..+ @)

onde

' = a,la, + 2a, + a3 + ... + a,)]

E poi ' k
@, = (n — 1)a,- T (- la,a,
. n—1
(n— Da, = a, + (@, + a,) + (@, + @,_,) + ..
e (@, ) = a, + 2y +a, .+ ay)

onde

@, = a,Ja, + 2a, + a;+ ... + a,)]
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ed in generale

ai? = an[ai -+ 2(“1‘-{—1 iy o (l/“)]- ‘
Allora

a4 a,t a4+ a = a e, + 2a, + ay - a)]
+ aa, + 2o+ @y + .+ a,)] + afa, + 2a, + 0, + = a)] 4
et a, +2a,]+ a0, = afa,+ Ba, + Sa; + Tay,+ ... +(2n—1)a,]

come volevasi provare.

Segue il ' o : .o

COROLLARIO. — Da questo adunque, énmanifes,t‘o che la somma
det quadrati delle rette eguali alle massima & minore del triplo
della somma dei quadrati di tutte le rette che eccedono fra loro di
egual quantita, perché se si awmenta la prima somma di alcune
superficie diventa tripla della seconda. La prima somma & maggiore
del triplo della seconda toltone il quadrato della massima, perché
la quantitc che si aggiunge alle prima somma & minore del triplo
del quadrato delle massima. Ed anche se si descrivono figure simili
sopra tutte le refte, e sopra quelle che eccedono fra loro di egual
quantita e sopra quelle eguali alla massima; la somma delle figure
costruite sulle rette eguali allo massima sarda minorve del triplo
della somma delle figure costruite sulle rette che eccedono fra loro
di egual guantita. La prima somma sard poi maggiore del triplo
della seconda, trattane la figura descritta sulle massima. Giacche
le figure simili hanno la stessa ragione dei quadrati:

Provos. XI - TeoreMa. — Se sono date ordinatamente quante-
stvogliano rette che eccedono fra loro di equal quantita (*') ed altre
ancora in nwmero eguale alle prima meno uno e di grandezza
ciascuna eguale alle massima, la somma dei quadrati descritti sulle
rette cquali alln massima velativamente alla somma dei quadrati
delle rette che eccedeno fra lovo di equal quantita, toltone il qua-
drato costruito sulla minima, ha maggior ragione del quadrato co-
struito sulla massima ad ambedue, al rettangolo cioé formato dalla
massima e minima e alla terza parte del quadrato della differenza
di cui la massima supera la minima. Di quest ultima ragiove poi
la somma primitiva ha una ragione maggiore relativamente alla
somma dei quadrati delle rette che eccedono fra loro di equal quan-
tita, trattone ¢l quadrato costruito sulla massima.

('Y Manca «eguale alla minima» come inveece & indicato nell' enun-
ciato della Propos. X: tuttavia dalla dimostrazione appare questa ipotesi.



PICCOLE NOTE : : 171

Algebricamente si tratterebbe di provare che, dati gli 4 .
meri a, 2a, 3a,... na sussiste la doppia diseguaglianza

N RS
T at+ 4@t 90+ - (1)

{n — nla? n'al (n — n’a?

At + 90+ ... +na’ 1 .
. nat-+ 3 (n—1)ta*

La prima diseguaglianza equivale a 0<<9n + 12, la seconda
a 0 < 9n + 6, manifestamente verificate.
Indichiamo ora la dimostrazione di ARCHIMEDE.
Detti a,, a,,... ¢, gli # segmenti in progressione aritmetica di
ragione a,, si tratta di provare che
(n—1)a,* a’ ' (n—1)a,*

2+ a2+ 0t < 1 L A
aa, 3 (al - an)- .

Osservando che &

a, (n — 1)a,?

2

1 i
a,q, + g (a’l — a”)g (” - 1)(!,(1/” + g (” - 1)(“1 - a’u)“ .

basta provare che &
N 1
a2+ a0, < (n - 1)a,a, + 3 (M—1) (0, —a, ) < P+ Ay 4 Oy s

per aver dimostrata la proposizione.
Dall’ essere a, = a, + (&, — a,) discende
(’n — l)a,an = (/I’I/ —_ 1)a,,2 -+ ('n - 1)a1l(al - an)
onde
. ) i
(48] n — Lo,a, + 3 n — ) a, —a,) =
. | Y

=(n— l)an’ + (n - 1)an(a’l - (l/") -+ 3 (n - 1)(“1 - a’n)‘ 7
¢ dall’ essere ’

(E.-2 = [an + (a’i — a’n)]2 = (1/”’ -+ (az’ - a")2~ V’*’ 2@&(0@- - (l”) ‘
ne deriva . k
{2' a’lé+ a; IR + ("211-’1 = (,"’ - l)a’n’ -+ (al - au)2 -+ (a! - an)’ +

e o (a'n—l - a’n)2 -+ 2”’71[(“’1 - an) -+ (a’,‘} - an) + "'.+ (a”-l - a’.l)]. ‘

Per il corollario della propos. X &

@ — a4 (0, —a,) + .. +{a,—, — a,)’ > é(n — 1)a, — d")z
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ed essendo
» 2l(a, — a,lj + (agy, —a,) + . + (a,_, — a)] > (r — Na, —a,)
ne viene
2a,l(a, — a,) + (@, — a,) + ... +(a,, — a, )] > (n — Da,(a; — a,).

Allora confrontando i due secondi membri delle (1) e (2) si frae

1 .
)t + a4 .+ at, ) > (0 — laya, + 5 (0 — L)@, — a,).

3
E poi
B) a} + @t + . +a, =]a, + (@, — a,)] +[a, + (@, — ;)] + ..
o @, + (@, — a,)]’ = (0 -—1a,* + (a, — a,) + (g, — a,) + ...
oo (@) — a,)° + 2a,[(@, —a,) + (@, — a,) + . + (@ — @,)]
Per il corollario della propos. X
n - )a, — a,) > 3[{a, — a,) -+ {a; — a,) + ... + (@, —;, — a,)]
ed essendo .
(n — 1)a, — a,) > 2a, — a,) + (@, — a,) + ... + (@, -, — a,)]
¢ anche
an— l)a, —a,) > 2a,[(a, — a,) + (0, — @) + . + (@,—; — @,)].

Confrontando I ultimo membro della (3) con il secondo della (1)
Ri trae

1
@, + a4, -+ o+t < (v — Da,a, + 3 (n — )@, — a,).

Segue il

CoRroLuARIO. — DPer cui se si descrivono figure simili su tutte
le rette, e sopra quelle che eccedono fra loro di egual quantita e
sopra quelle che sono equali alla massima. la somma delle figure
costruite sulle rette eguali alla massima relativamente alla somma
delle figure costruite sulle rette che eccedono fra loro di egual
quantita toltane la figura descritta sulla minima ha minor ragione
di quella che ha il quadrato costruito sulla massima alla somma
costituila del rettangolo formato dalla massima e dalla minima e
della terza parte del quadrato della differenza fra la massima e la
minima; a quest’ wltima ragione poi la somma primitiva ha una
ragione maggiore relativamente alla somma delle figure costruile
sulle medesime retle toltone il quadrato della massima. poiche le
figure simili hanno la stessa ragione dei quadrati.

Con questo corollario fermina la parte che-abbiamo chiamata -
introdnttiva. , (continua)



