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PICCOLE NOTE 141

Relazione tra alcune serie di potenze e trigonometriche.

Nota di Lerrerio ToscanNo (a Messina).

Sunto. - L’ Autore, confrontando gli integrali delle successioni ricorrenti
Lucasiane, assegnati con funzioni simmetriche delle radici della loro
equazione caratteristica, o in forma trigonometrica, da alcune serie di
botenze ne ricava alire trigonometriche, e viceversa.

1. Siano
U,, U,, U,,.. (0)
Ve, Vi, Veouo (V)

con Uy=0, U, =1, V=2, V, =p, le due successioni ricorrenti
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Lucasiane di equazione caratteristica, a radici distinte,
22— pz+q=0.

I/ espressione dei termini generali U, e V,, V'integrale cioe
delle successioni ricorrenti Lucasiane, come & noto., pud essere
dato con funzioni simmetriche delle radici x e y della loro equa-
zione caratteristica, o in forma trigonometrica.

Precisamente si ha (%) '

at— Y
Un — _i , V“ — " - yn
rx—1y ‘
o
2=l gsen no s
n—l N i
U,=q? —, V, = 2¢%cos nw
JH. (I Serj [0 b ) H 1
¢O1l COS ) — *% .
2q® .
r—Yy
Per confronto, e osservando che sen o =—= | segue
2ivVay
; .
‘) 1) 2 )
) x® + y" = 2(xy)’ cos nw
3

(ST

2" — y" = 2i(xy)° sen no ;

¢ con queste relazioni & allora possibile da una serie di potenze
ricavarne una trigonometrica, e viceversa.

2. Cosl dalle serie geometriche

®
1 —2

=+ 2+ & - ‘ 2| <1

rﬁy=y+y?+:¢/3+--- lyl <1,

sommando e sottraendo si ha

xa__y’f
x—y

e

(!) L. Toscano, Sulla integrazione delle successioni ricorrenti del secondo

ordine, lineari ed omogence, « Rend. R. Ace. Naz Lincei », voll. XIX e XX
(1934).
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e da queste, per le (x) e con = Vuxy, seguono le serie trigono-
metriche (?)

1 —Xcosow
1** )TCOVSA(;—-P_T) =1+ Acosw + A2cos 2m + ...
— A T

1 Asen 2w A?sen 3o

=l + ..
1 — 2hcosw + A? sen v

Dalla serie logaritmica

@ a2 '3
lwu—mz—i—%—%—m fol <1

e analoga per log (1 —y) con |y| <1, sommando e applicando la
prima delle (z) si ha

1 X N A2 23 3
élog (1 —2kcos»m—+ A*)=—= — Jcosw — 5 o8 20 — g cosdo — ...

Dallo sviluppo in serie di arcotangente

x x 2 C
R S |1

al;cotgxz
e analogo per arcotg y‘ con |y|<< 1, sommando e applicando la
prima delle (x) si ha

1 ¢ 2% cos » \ A3 3 A _ .
S arcote ———<s3 == ACO8 0 — = COS O -+ — COS I — ...
9 81 % 3 5

e

Dalla serie esponenziale si ha

0y 9
x -+ Yy xT+ Y-
e“’+e’f_——2—o—»'i—,--- +—‘¢2—'—J‘-+- cae s

e poiche
=1 (cos » + i sen u)
Y = X (cos w — ¢ sen v)
si deduce

e” —+ e¥ == 2¢* cos v cos (A sen v},
e in definitiva si ha

. A
ercos o cos (Asenw) =1+ Acos» + g1 €08 20 + s

Analogamente si ricava laltro sviluppo
AT A3

, <A
4Los © g == - se 51 5 30 -+ ...,
e sen (A sen vw) = {isen e + 5sen 20 + gisen 30 -+

(*) Queste serie e le successive sono note o quasi. Ma c¢id non ha im-

portanza ai fini del lavoro, perché qui si desidera solo illustrare il metodo
fissato. .
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3. Inversamente dagli sviluppi (3)
€08 (g sen w) = Jy(2) + 2J,(2) cos 2w + 2J (2) cos 4o + ..,
sen (2 sen ) = 2J,(z) sen o + 2Jy(z) sen v + 2J,(z) sen b +
con J,{z) funzione di Bessel di prima specie definita da

o (— 1) g n -+ 2r

r==0 :
posto

n

7,2 Vag) = "0 g,

si hanno, per le {z), gli altri sviluppi

O x4+ y? ac"'+y“)
cos (. — 1Y) = o — =gy Ty T —
3 _ 443 5 5
X — 1 a— at— g
— T ) — e O —_
sen(x—g) = "1, g1+ 5 Q2 — ...

la cui dimostrazione & stata richiesta in questo Bollettino (Feb-
braio 1933, p. 47).

{*) WHITTAKER e WarsoN, Modern Analysis, Cambridge, 1935, p. 379.



