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PICCOLE NO'TE 141

Relazione tra alcune serie di potenze e trigonometriche.
Nota di Letterio Toscano (a Messina).

Sunto. - L’Autore, confrontando gli integrali delle successioni ricorrenti 
Lucasiane, assegnati con funzioni simmetriche delle radici della loro 
equazione caratteristica, o in forma trigonometrica, da alcune serie di 
potenze ne ricava altre trigonometriche, e viceversa,

1. Siano
&o, 1 * ^2 > ••• ( )

v0, L, v8,... (V)
con UQ = 0, UY — 1, Vy — 2, Vl~p, le due successioni ricorrenti
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Lucasiane di equazione caratteristica, a radici distinte,

z2 — pz q = 0.

L’espressione dei termini generali Utl e Vn, l’integrale cioè 
delle successioni ricorrenti Lucasiane, come è noto, può essere 
dato con funzioni simmetriche delle radici x e y della loro equa­
zione caratteristica, o in forma trigonometrica.

Precisamente si ha f1)

Vn — 2q2 cos n<o

con cos w = —- .

’n ri ii yPer confronto, e osservando che sen w —.------- --  , segue
2 i y xy

xn + yn = 2(xy)2 cos hw
(a) n

xn — yn — 2i(xy)2 sen ;

e con queste relazioni è allora possibile da una serie di potenze 
ricavarne una trigonometrica, e viceversa.

2. Così dalle serie geometriche

x
1 x = x x* ~l~ x3 |æ|<l

y
^—j=y-hy^ys-*-- I y]<x

sommando e sottraendo si ha

x u it — 2xy
1-(x + + + + ^3 + y3» + -

_______ 1_______ __ x ~ y x2 — y2 x3 — y3
1 — (x + y) ■+- xy~ x — y x — y ’+" ~x -^y '

O Toscano, Sulla integrazione delle successioni ricorrenti del secondo 
ordine, lineari ed omogenee, « Rend. R. Acc. Naz. Lincei », voll. XIX e XX 
(1934).
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e da queste, per le (oc) e con X = Ÿxy, seguono le serie trigono­
metriche (2)

1 — X cos co . .
- — —— ----------- F7 =1 + À COS CO -4- X* COS 2(0 -4- ...
1 — 2X cos co +-À‘

1 X sen 2(0 X2 sen 3o---- -------------- -  - Ih-------------h------------------- -4- ....
1 —- 2X cos co -4- à2 sen co sen o

Dalla serie logaritmica
/y» a»2 zy» 3. . «A7 tAZ I I

log (1 — as) = — J -------g------ ... |æ|<l

e analoga per log (1 — y) con [ y | < 1 , sommando e applicando la 
prima delle (oc) si ha

log (1 — 2X cos co -+- X2) — — X cos co — -g- cos 2co — cos Beo — ....

Dallo sviluppo in serie di arcotangente
zy® zy»3 /y»5

vV vD ,

arcotgx = 7 — TF -+- - — ... \x\ <" 1° 1 3 o 11

e analogo per arcotg -/ con 1, sommando e applicando la
prima delle (oc) si ha

1 2X cos co X3 X5
Q arcotg -j---- yg- — X cos co — cos 3<o 4- g- cos ow — ....

Dalla serie esponenziale si ha

x 4- y xl -4- y2 
e-t-e - if -t- 2!

e poiché
a: = X (cos co -4- i sen co)

y == X (cos co — - sen co) 
si deduce

-4- 6^ — 2ex cos ° cos (X sen <o) ,

e in definitiva si ha
X2

eXcos co oos (X sen co) ~ 1 X cos co 4- cos 2c«> -4- ....

Analogamente si ricava l’altro sviluppo 

4 X2 X3
eÀ cos u sen (X sen co) = — sen co -4- sen 2co -4- , sen 3co -4- ....,

(2) Queste serie e le successive sono note o quasi. Ma ciò non ha im­
portanza ai fini del lavoro, perchè qui si desidera solo illustrare il metodo 
fissato.
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3. Inversamente dagli sviluppi (3)

eos (0 sen w) = JQ(z) 4- 2J2(z) cos 2<o -4- 2J4(z) cos 4w 4- ...
sen (0 sen co) — 2sen w 4- 2J3(æ) sen 3co 4- 2J$(z) sen 5w 4-

con Jn(2) funzione di Bessel di prima specie definita da

00 (— ly(^\n 4- 2r
V'' W/

posto

y/xÿ) = l>„(^, v/i,

si hanno, per le (a), gli altri sviluppi

X — A X3 — W3 X5 — n5Z i — 3 *< o .... . . o i osen (a; — y) — j, 3, 5, 115— ....

la cui dimostrazione ò stata richiesta in questo Bollettino (Feb- 
braio 1933, p. 47).

(3) AViuttaker e Watson, Modern Analysis, Cambridge, 1935, p. 379.


