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Sull’integrazione del moto di un solide
intorno ad un punto fisso col metodo di Hamilton-Jacobi.

Nota di Fraxco De SimoNI (a Pisa).

Sunto. - Il problema del moto di un solido intorno ad un punto fisso,
trattato, com’ é ben noto, do LAGRANGE, Poisson, Poixsor, pin tards
dalla KowaLBWSKI ¢ da molti altri autori con svariati metodi, viene
preso in esame in questa Nota e trattato in modo omogeneo col metodo
Ai HAMILTON-JACOBI. ) ‘

1. Generalita. — Consideriamo un corpo mobile intorno ad un
sto punto fisse 0. Scegliamo una terna O(x, y, 2) fissa nello spazio
ed una O, 9, {) selidale col corpo. Introdotti come variabili lagran-
giane i tre angoli di EULER0 0, 4, b, la forza viva prende la forma:

27 = A(Y sen 6 sen ¢ + 6’ cos ¢)® +
+ B(Y sen 6 cos ¢ — & sen ¢)* +
+ C(Y cos O + g'), ,
dove A, B, C, sono i momenti principali d’inerzia. Introducendo
gli impulsi o momenti cinetici '

ol ol . oT '
('):'—‘,. ‘h:-—,, L:—,,
79 9 2y
avremo, ricavando da queste le %, ¢’, 4, e ponendo:
‘ ¥ —¢cos b
V=
sen 6 ’
Ocosy + Aseng)? (Bseng— Acosg)? @
2 —— ( v i 1] - .
T= v + 3 +F-
La funzione Hamiltoniana
H=T-17,

dove V & la funzione potenziale, &:

1{(®cosg+ Aseng)® (@seng —Acosy)® ¢?)
] j— nwo oErN el § 11 7 0 _ PR
M "=y 4 " B oy Ve
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da cui si otterra il sistema canonico, fatte le posizioni

Ocosg+Aseny

- A
g 9seng —Acosy,
— B o 4
[ do ~
—dZ:X cos ¢ + Zsen ¢
de & _
=0 (X sen ¢ — Z cos ¢} cotg
dy .
: —%_—_-Xseum—-Ecosa,
@ ( dt ‘ '
, de oV X som o 3 @ —- W cos 9 ‘
=g — (Xseng— 2 cos ¢ — g
do oV _ '
ar eV '
| g =y
(ar T ot
2. Caso di Lagrange-Poisson. — Supponiamo che I’ ellissoide

d’ inerzia relativo al punto O sia di rivoluzione intorno all’asse ¢
e che su questo sia il bariceniro G. Supponiamo che 1’ unica forza
applicata sia il peso (P) del corpo. Assumiamo come asse z la ver-
ticale per O diretta verso 1’alto.
Allora & A=B, V= Pacosf, dove a4 = 0G. Dal sistema cano-
nico, essendo ¢ e ¢ cicliche, risulta \ :
dv av

7 =0 ?17:0’ ciod: & =0Cr=1r, W=um,.

+

cioé la 7':—09 ci da che la componente assiale della velocith ango-

lare & costante in tutto il moto. Inoltre la
‘ ¥ = Apy, + Bqy, + Cry;=m,
(y,==senfseno, v, =senbcos¢, y,=—cosft)
traduce 1’ integrale del momento scalare delle quantith di moto
rispetto all’ asse fisso z.
11 sistema canonico (2) si riduce allora al rango 2 e si pud inte-
grare con sole quadrature. Infatti esso si riduce evidentemente a

S'de e

3 dat— A
do . - (Cry, — m, cos §)?
Z = —Pasend — et
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da cui si ottiene

— 0)2
0d® — — |APasen 6 + w}de,

sen? 6
che integrata ci da la @ ={(8) e dalla prima delle (3) con una
quadratura. avremo la 9 =0(f). Le ¢ e ¢ come funzioni di ¢ le
otterremo dalle ultime due equazioni del sistema (2). Quindi il
problema del moto risulta completamente risolto con sole qua-
drature.

Il procedimento si estende senza nessuna difficoltd al caso in
cui il potenziale sia una qualunque funzione V== V{(6).

8. Caso della Kowalewski. — Riferiamoci sempre alle due terne
fissate e supponiamo che I ellissoide d’inerzia relativo ad O sia
di rivoluzione e che i momenti principali d’inerzia siano legati
dalle relazioni

A =B =2C.

Supponiamo inoltre che il baricentro G sia sul piano equato-
riale {=0, per cui sceglieremo come asse  la retta OG volta
.da O verso G, e quindi le coordinate di G siano (a, 0, 0) rispetto
alla terna solidale O(, 1, {).

Allora :

V= — Pasenvsenb

e le equazioni canoniche prendono la forma

I do (C]
at ~ 4
dp 20 —Acotgh
at A
dy A

4) dt — A ‘
14
(ZL;) = — Pa sen ¢ cos 0 + (omy + ) COZOS;I??(D(I +eos’h
do ,
dr = — Pa cos ¢ sen §
¥ =1m,.

Anche qui sussiste 1’integrale ¥ =m, del momento scalare
delle quantitad di moto rispetto all’asse 2.

Per integrare il sistema (4) di rango 4, bisogna determinare un
altro integrale primo che faccia scendere il rango a 2, con cui po-
tremo quindi integrare con sole quadrature.
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Tale integrale si trova considerando le espressioni
AX = ® cos 9 -+ Asen ¢, AE =0Oseng — Acosy

poste al § 1. Derivando rispétto at, si ha:

X P
{9 A(Z—t—_—_——z(@ sen ¢ — A c0s ¢),
dz @
{6) A= 4 (®cos ¢+ Asen ¢) — 2Pa cos 0.

Consideriamo anche i coseni direttori degli assi £ e n rispetto
all’asse z e deriviamoli anch’essi totalmente rispetto al tempo:
_avremo : '

- d (;)sencp—-—Acos? 20

{7) ﬁi(sen 6 sen ¢) = i — ¢os O + 7 sen b cos ¢
) d . ' @ cos ¢ + Aseny 2¢

{8) ;qp (sem 0 cos g) = i A cos f — —-sen 6 sen ¢.

Moltiplichiamo per ¢ =V — 1 la (6) e togliamola dalla (5), mol-
tiplichiamo per ¢ la (8) e sommiamola alla (7); eliminando cos 9
fra le due espressioni ottenute si ha

g

log e + M) -+ diaPA%e o sen 8] = -—2f — .

dt A

Cambiamo in questa ¢ in — ¢ ed otteniamo:
d
- log {e¥0(® — 4A)? — diaPA%¢ sen 0} — 2@ a1
che sommata membro a membro con la precedente da, con una
1ntegra21one
(9) O 4+ $A) + dre®e sen O] {(O — 4A)* — ine e sen O} = k*
dove o= 4aPA* e k* & una costante di integrazione.
La (9) & il nuovo integrale (della KOWALEWSKI) cercato che’
ci risolve il problema.. -
Infatti, considerando 1’ integrale dell’ energia

h
H:—g“}

si ricava .
O+ A* 4 202 - 2AFasengsen — Ah =0
da cui, in un opportuno intervallo (£, ) in cui sia %:}:0, rica-

veremo
® = (9, ¢).
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Allora considerando la 2* e la 5 delle (4) divise per la prima

avremo:
dy 29 — Acotgh

s~ ) ’
d®  PAacosgsend
a = e ’

in cui sostituendo la © =03, ¢), avremo che i secondi membri
sono funzioni di 8, », ®. Dividendo membro a membro queste
ultime avremo:

dP _ PAasenlcos¢

de ™ Acotgh —20 °
il cui secondo membro & funzione di 0, 9, . Se quindi dall inte-
grale trovato (9), in cui avremo sostituita la ® = 0(, 9), ricaviamo
la 6, essa risultera funzione solo di ¢,® e quindi sostituita nel
secondo membro dell’ ultima relazione ci da la possibiliti, con una
yuadratura, di avere

(10) '

¢ = d(y),
tlliindi ritornando nella 6 = (9, ¢) e sostituendovi la (10). avremo

0= 6(9)
e quindi la

0= (9);

cosl risultano le 0, ©, & espresse in funzione della ¢. Per risolvere
in senso classico il problema basta ricavare ¢ = ¢(!) e questo le
avremo dalla 2* delle (4) dove il secondo membro, sostituendo-le
funzioni trovate, sari funzione della sola £

- Per conoscere infine la ¥ = y(f) busta servirsi della 3* delle (4).
E cosl il problema & completamente risolto.

4. Caso di Eulero-Poinsot. Si suppone che le forze appli-
cate al corpo ammettano un’unica risultante passante per il punto
fisso 0, quindi il momento delle forze applicate & nullo e sussi-
stera il teorema della conservazione del momento d’impulso e
quindi si avrd:

(11) O - A PP,

Inoltre sussisterd I’integrale dell’energia cioe

(Ocosy + \seng) (Oseno-— Acosg) @2 I
4 B Teg=h

La costante I & il modulo del momento d’impulso.

(12)
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Noi assumeremo come assi &, n,% solidali al corpo gli assi prin-
cipali d’inerzia, come asse z, fisso nello spazio, la retta OP orien-
tata da O verso P.

Proiettando OP su gli assi £, v, { otterremo;

O cos ¢+ Aseng = I]sengsend
(13) ®sen¢— Acoso—— [cos gsenf
¢ =lecos b,

Essendo inoltre la ¢ ciclica il sistema canonico &, posto W' =m,:

dy 1 m, — b cos b

= E;(-)(A sen®¢ + B cos?g) + (B — A)—SQ—II_T‘ Sen 7 cos ?’

de & | Hg—Peos )
" A =0 4B 3()(B A)sengcoso+(Bsen’s-+4 cos ‘)k?eig ~,< otg

de 14 Nig— & coxflem Ccosf—b

2y
dt AB(OB A)senycos g+(Bsen®o-+ 4 cos’s) sen® { sen®f

dd__ A B my— P cos 0

sen? g—Cos g){m, — veo ]
—r5 IO’——(—-‘——’ )loowsenw&—()( Sy, S0

senb sen o V

Ricavando © dalla (11) si ha © =6(b, v, ) che sostituita nelle (14)
rende i secondi membri funzioni della 0, o, ®:

b dy . do de
&'iffn a}:fr Et——fs’ Eﬁ—fn

da cui si ottiene

de [, de vf4
;___Fe , ), ___- GQJ’(,y
da cui avremo in definitiva
- av G ;
(15) W= F=Me

Se ora dall’ integrale (12), in cui si & sostituita la © = 60, 5, ¢}
che scriveremo [H]=h, si ricava la 0=H6(¢c. ), potmmo inte-
grare la (15) ed ottenere la

$ = (I’(?)

0 . . do
Per questo bisognerd che sia a—t‘[H]:*:O cioé ?l—t:*:(). il che @

certamente come risulta dalle (14). Ottenuta cosi la &= d(y) «i
ottengono le altre col metodo esposto nel caso 3.
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5. Casi particolari. — La considerazione delle tre funzioni
©, A, @ porta, per altra via dalla consueta, a identificare le tre
rotazioni permanenti che avvengono intorno agli assi principali
d’ inerzia.

Basta domandarsi cosa accada del moto quando due delle tre
funzioni che compaiono nella (11) si annullano. Per esempio se
© = A =0, il moto del corpo si riduce ad una rotazione uniforme

, I, . . _—
di velocita angolare © intorno all’ asse { che si mantiene fisso e

coincidente con 1’ asse z.
Analogamente negli altri casi: se ® = ® =0 la rotazione risulta

. . I o
di veloecith angolare - intorno all’ asse 7, se =0, e coincidente

B

l
con |’ asse z; oppure con velocith angolare -, intorno a §, se ¢ =

4

Dol A

¢ eoincidente con 1’ asse 2.
E inoltre: se A =@ =0 il moto & rotatorio uniforme intorno
all’asse I, che & ortogonale alla linea dei nodi, se ¢ =0; oppure

-

¥

intorno all’ asse % se ¢ = 5 coincidendo sempre con I'asse z = OP.

Se infine si suppone 1’ellissoide d’inerzia rotondo, il sistema si in-
tegra con funzioni elementari e si ricade nella precessione regolare.



