BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA
ITALIANA

FERNANDO GIACCARDI

Di un procedimento elementare per
lo sviluppo di una funzione in serie di
Bessel

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 2,
Vol. 1 (1939), n.2, p. 108-113.

Unione Matematica Italiana

<http:
//www.bdim.eu/item?id=BUMI_1939_2_1_2_108_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale é consentito
liberamente per motivi di ricerca e studio. Non é consentito 'uti-
lizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le copie di questo
documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1939_2_1_2_108_0
http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1939_2_1_2_108_0
http://www.bdim.eu/

108 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Di un proeedimento elementare per lo sviluppo
di una funzione in serie di Bessel.

Nota di FERNANDO GTAcCARDI (a Torino).

Sunto. - Si di una semplice dimostrazione che leJtttmna lo stiluppo de
una funzione in serie di BESSEL.

1. Dall’ espressione generatrice delle funzioni di Bessru:
| A
Folt—t=1)

i) " =3, (ot

— 00

posto v =20, la (1) diviene ,
eOU—t=1) = J(20) 4 J(29) (£ — £7') + J(20) (£ + £7) 4 ...
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ed operando la sostituzione

w1t — I
si potra scrivere:

et = Jy(20) + J1(20)u 4 T,(20)(2 + ) + J5(20) (B + 1¥) + ..

0. cio che @ lo stesso,

@) e = J(26) + (’9) H[h np ",
ove - '

} ‘

- 1) th
(3) H[h.n] = *'(“’T__‘"?_@—' A'

) n!
convenendo di porre
H|h. n) — 0

se I & pari (dispari) ed n dispari (pari).

La serie (2) ¢ uniformemente ed assolutamente convergente per
ogni valore finito, reale o complesso, di « e reale di 6, e cid per
I'uniforme ed assoluta convergenza della (1) per 2 reale qualun-
que e per ¢ complesso qualunque, ad eccezione di #=0. { = oc.
essendo perd trasferiti, dalla w=1¢--¢'. i due punti particolari.
bt =0, t = oo, nell’unico u — oc.

Sostituendo in (2, /% ad w si ha

e = Jy(20) -+ J,(20) +J(ze)( :) ,73(26)(% +9§:):

“4 = J,(26) + 2 2 Jan(20) S‘ Hion—1.17+ J2n—1(29) +-
h=1 oy
2t -
+ 4 2 H 2h—2) + Jon(6) + Z Hisn—-1.9) ¢ Jon—1(26) +
h=1 he=2

2. La serie che ¢ al secondo membro della (4) & una serie di
polinomi in x, uniformemente convergente in una regione (' qua-
lunque (purché finita} del campo complesso. pereid, per dimostrare
che sussiste la relazione (4) di eguaglianza fra il secondo ed il
terzo membro, occorre mostrare che la serie al terzo membro &
convergente e rappresenta la funzione data dajla serie del secondo
membro. _

A tal fine, osservando che la serie al terzo membro non ¢ che
la serie di potenze di x ottenuta ordinando materialmente la sevie
al secondo membro, secondo le potenze di «, il nostro scopo sari
raggiunto quando siasi dimostrato che:
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« Se una serie di polinomi
20 .
2 Px)
=0
(P; & simbolo di polinomio di grado i nella variabile x) converge

uniformemento in un cerchio C dal piano complesso avente il cen.
tro in x =0, ponendo

{con w;; costanti), la serie di potenze

oo fe o)
2 (2 ay)
i=0 j=i

& pure cenvergente in € e rappresenta la stessa funzione della
serie data ». ’

Per dimostrare cid, osserviamo che, -per un noto teorema i
WEIERSTRASS sulle serie di funzioni olomorfe in € (quali sono i
polinomi' termini della nostra serie), la serie data rappresenta in €
una funzione olomorfa F(x), le cui derivate in un punto qualun.
que di € si ottengono derivando termine a termine tale serie, cioi

S APy A"Pfa) .
g T @) = . daet T Z da®
_m) ! ) (n+2)!
- ;;n/ (i —n)! %y O A i 207
(n+1)! n!

Aq X —+ . Ai .
11 i, n+1 0 ] i, ‘
Segue allora che la funzione F'(x) & rappresentabile iin C (per

il teorema di CavucHY) mediante la serie di potenze che converge
in tutto il cerchio C:

’ 0 “"(0 )
REEOE

ma da quanto precede si ha

o0 .
FoOgy =n! 2 % !
. i=n . :
percid. in tutto il cerchio C &
| o0 o0 0o 00 ’
Fe)= 2 ( E oy, n)x” =X ( - 77:)‘”7
00 d=em i=0j. 4

ossia la serie trovata, (che & quella ottenuta ordmando matpnal-
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mente la serie data), converge in tutto il cerchio C e rappresenta.
in esso la F(x). cioe in C si ha

o
E(Zduiv")-——le( )
fa=) - j=0 i=0 »

8

3. Dal confronto allora della (4) con lo sviluppo in serie di
Mac LavRIN di e, segue

\ L= J,(20) + 2 Y Jau(26), 3= Z Hypn—y, 1y « Jon—1(9),
, =

h=1
5 .
(5) 0\ 1 0o 0\3% 1 i
(é) 517 2 Himz - Jald) é) 31 = X, Heor,s1 Jurctt);
Chet h=2
ed in generale
g\ 1 "> .
(§> b > Henet,mp- J2n—1(9), se n & dispari
' ) h=n|1 :
o\ 1 <
(2) = E Hzn, n] * « Jan(0), se n & pari.
: o
2

Si possono riunire entrambo le f01mule Precedenti qualunqua
sia n, scrivendo

01
(6) =2 Z Hiyyon, wl - Tuvon (0,
N k=0
che per la (3) risulta
_ 6" n + k\ n+.2k
@ - = 20< I S R
k= : ,

Segue allora da

fley= 3100 o

n=>40

tenendo conto della (7) in cui si & posto § = z:

‘ ___°° . ) - (1 + E\ n+ 2k
(8) f(x)—";of( (0)-2 .;}:‘0( k )mffnwk(w)’

e sviluppando ed ordinando
fla) = f(0)Jofx) -+ 2"(0)] () + [2* - F*(0) + 2 0)]J
[23 f”O)+2 3. f ]J x)+[24 f(lv)(o) -
+ 20 4. f7(0) + 2f(0)] T () - .
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Si ha dunque

(4) . fla) = = a.J,(x)
) ) n==0

od «, visulta espresso da ‘

@y = 2%« [O(0) + 2" =DV (yy 9] -+

©@uAfO—0(0)Hin, n—t] + ... + Hin,01f10)

o. cid che @ lo stesso,

3

(10) @ = Y 2 fomw gy =8 = DK
?::5 sln —2s)! °

K
dove il simbolo —} indica il massi ;
51K Simo intero contenuto in .

4. Poiché per » + 2k >1 e per |x| abba i i
e o et O , stanza piccolo rispetto
i
2

Ty — 1
! +2k(96)| < (”+2k)! .

[ 2

la (8) potra scriversi

fol= 3 N>'m.@;ﬂn+%

n, k=0 N J "+zkkl') <

( — 1)
< Z Dty A el
n. k=0 tnl 71 9k\ ]) Dzk:

ed in quanto, per k>0, &

(n-+k—11
(n+2k 11<1,

(') Infatti si ha

o (:)(; m--2z
Tnl@) = Y= g2
2=0 Feelm 3

(96 W 2 \2%
§) . oo 0 (5) (£ L

== u Y T+ 1)
(m—1)! ~ ztm(m —+ l}m P T (L —ey),

0 e, <1, pereid
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sari 8 maggior ragione
2 2

X
' — S (1) Ixi 2
1) (@) \Mz:olf O 5T T

e c¢id significa che la (8), ha per maggiorante il secondo membro
della (11).
Ma

o

12 gle)= 3 (10

n, k=0

11

"nz
& sommabile per quadrati, per righe e per colonne, essendo asso-
lutamente convergente, (in quanto & il prodotto di due serie sem-
plici assolutamente convergenti), percid la serie prodotto converge
Verso
Z“f
Py

Ed
RO

ﬁMs

(espressione che si ottiene anche sommando la (12! prima rispetto

a k, poi rispetto ad m), essendo X convergente uniformemente
n=>0

nel cerchio y di convergenza della f{x), centro zero.

Ne segue percid che le operazioni eseguite. sviluppando, ordi-
nando e raccogliendo per passare dalla (8) alla (9) sono lecite in
quanto sono legittime le corrispondenti.nella serie maggiorante.

La (9}, quindi, converge nel cerchio v.

Lo sviluppo (9) & noto, il procedimento di cui ei siamo serviti
per dedurlo & diverso, pit semplice ed immediato di quello gene-
ralmente seguito. (Cfr. W. KAPTEYN, Ann. de I Ecole norm. sup. (3),
X, p. 106, 1893; WHITTAKER E WarsoN, Modern Analysis, 4* ed.,
1935, p. 374).

Applicazione. Sia da sviluppare f(2)

= in serie di -
r— fun
zioni di BESSEL.

Dalla (9) si ha

e [n] 2
A—Ts(py__ 9D
flor="=NaJ EDITATRD sl

['—2]

n=1 szo

n-——>s —1)! (%)?



