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PICCOLE NOTE .81

Su un notevole gruppo di triangoli associati.
Nota di' G. Ganrnucer (a Napoli).

Sunte. - Si tratta del gruppo formato da due terme cicliche di triangoli e
delle proprieta delle coppie di triangoli inscritti in un Ifiangolo ABC
ed omologici con questo.

1. Siano A’B’'C’, A”B”C” due triangoli inseritti nel triangolo
ABC in modo che A’,"A” si trovino su BC; B, B” su C4 e c, c”
st AB. Si ponga: A,=B'C.B"C',B,=CA" C'A" e C,=A'B-A"B".
Si dimostra che: se B,C, passa per A, G,A, passera per B ed A B,
passera per C.

Infatti, comsideriamo i due esagoni semplici C,4'B,CAB,
C,A"B,CAB inscritti nelle due rette C,AB,, CA’B. Per il primo
i tre punti C\A"-CA=PB'; A'B,-AB= (' e B,C-BC, sono in linea
retta, e per il secondo sono allineati i tre punti: C,A”-CA=B";
A"B,+AB=C" e B,C-BC,. Dunque il punto B,C-BC, dovra tro-
varsi su B'C’ e su B”C” e percid dovra coincidere con 4. Si con-
clude che C,4, passa per B ed A4,B, passa per C.

I quattro triangoli A’B'C’, A”B"C", A,B,C,, ABC formano due
terne cicliche: la prima terna & formata da 4,B,C,, A'B'C", ABC
(il 1° inscritbo mel 2°, i1 2° nel 3° ed il 3° nel 19, la seconda terna
& formata da A ,B,C,, A”B"C”, ABC (il 1° inscritto nel 2°, j1 2°
nel 8° ed il 8° nel 1°) S : .
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2, Diremo che i triangoli A’B'C’, A”B"”(C" inscritti in ABC sono
ciclicamente associati ad ABC. ‘

Dato il triangolo ABC, si possono, in infiniti modi, determinare
due triangoli inscritti in ABC e ciclicamente associati ad ABC.
Scelti due punti B,, C, allineati con 4, siano A’, 4" due punti
generici di CB. Allora porremo: AC.C,A’=B'; AC-A4"C,=B";
AB.-BjA'=C" ed AB-BA'=C". 1 due triangoli A'B'C’, A”"B"C”
saranno inscritti in ABC e ciclicamente associati con ABC.

3. Siano A"’ B”C’” i punti & incontro dei lati di 4BC con i lati
corrispondenti di A’'B'C’ ed A~Bw(Cv i punti d’incontro dei lati
di ABC con i lati corrispondenti di-A”B”C”. Per il teorema di-
PAscAL si avranno i seguenti sei gruppi di punti su altrettante
coniche:

g A//B//CIIA’B//ICIII Vs A/B’C/A”BIVCIV

i A'B'C"B'C"A™ A'B'C'B"CvAw

;\ AI/B/IC//C!'A(//B’/( A/B/C/CI/AlvBlV.
Consideriamo ora i nove punti: A’B'C', A"B"C", A"B"C";

presi di questi sei punti che sono su una conica, per es. A"B"C”,

A'B" ¢ gli altri tre, ciod B’C’A’” saranno in linea retta (poiche
AmEB'C'oBC). Dungque, per i detti nove punti passano tre cubiche
composte ognuna di una conica e di una retta. Lo stesso pud dirsi
per gli altri nove punti A’B'C’, A”B"C”, AVBv(C~. Dunque: se
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due triangoli A'B'C’, A”B"C” sono ciclicamente associati rispetlo
ad un triangolo ABC, ¢ loro sei vertici ed ¢ punii d’inconbro dei
lati di uno di essi com i lali corrispondenti di ABC sono mnove
punti base di un fascio di cubiche.

In particolare, se A’’B”'C"’ sono in linea retta, i sei punti
A'B'C’, A”B"C” sono su una conica, ed allora, anche AVB~(™ gono
in linea retta. Ciod: se di due triangoli ciclicamente associati con
ABC uno & omologico con ABC, anche Ualtro sara omologico con
ABC ed ¢ sei vertici sono su una conica. Reciprocamente: se due
trtangoli ciclicamente associati con ABC hanno i werlici su una
conica, essi sono entrambi omologici con ABC (vedi la figura).

4. Dai nn.t 1, 2, 3 risultano numerose proprietd. Noteremo le
seguenti: 1% Se due triangoli A'B'C’, A”B"C” sono ciclicamente
associati con ABC ed inscrilti in wna conica v, il triangolo A B,C,
dei punti d’incontro delle coppie di lati corrispondenti & autoreci-
proco rispetto a y ed & omologico tanto con A'B'C’ guanto con A'B"C";
@ due centri d’ omologia S, S’ sono su y. 2%) Se due triangoli A'B'C/,
A"B"C” sono ciclicamente associati con ABC ed inscritti in una
conica -{, essi risultano circoscritti ad un’ altra conica v,. Il triangolo
ABC & aittoreciproco rispetto a vy, ed omologico con A'B'C’;, A"B"C”;
i due assi d’ omologia s, 8’ sono tangenti a v,.

5. Siano A’B’C’ i piedi delle altezze di un triangolo ABC ed
A”B”C” i punti medi dei lati; i due triangoli 4'B'C", A”"B"C" sa-
ranno ciclicamente associati con ABC ed inscritti in una conica
(i1 cerchio dei move punti); allora essi saranno circoscritti ad
un’altra conica v, alla quale dovranno risaltare tangenti 1’ asse
ortico (asse d’omologia di ABC, A'B’C’) e la retta all’infinito (asse
d’ omologia di ABC, A”B"C"). Concluderemo che: In ogni triangolo
ABC, i lati del triangolo ortico, ¢ lati del triangolo mediano e I’ asse
ortico sono tangenti ad una parabola rispetio alla quale il trian-
golo ABC & autoreciproco.



