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PICCOLE NOTE o ] 75

_ _ Un’ identith aritmetica
che si presenta nella geometria algebrica.

Nota di F. Conrorro (a Roma).

Sunto. - Su una curva, una serie autoresidua rispetto alla serie canonice
assorbe zero od um gruppo semicanonico a seconda che la sua dimen-

. sione sia dispari o pari. D’ alironde su una curva iperellittica si pos-
sono enumerare tutle le serie auforesidue. Tenuto conto del numero dei
gruppé semicanonici sopra wna curva generica si perviene cost ad una
identila aritmetica, della quale si da una dimostrazione elementare.

Oonsiderahdo.il problema della bisezione della serie canonica
_ sopra una curva iperellittica mi sono imbattuto nella identita
aritmetica seguente:

2p+2)+(2p+2)+(2p+2)

2’7—1(2”*1):(‘19_1 p...5 p_g

ey
‘névlla quale p & un intero qualunque =2 e donve‘ I’ ultimo addendo
della somma &:

: (2p+2)- o (2p +‘2)

. y 3 . {2p 5
; N o <2p+2) 0 (-p+2)

2 3
a seconda ghe p—1 'sia'm della forma
4k o 4k+1 o 4k+2 o 4k +3.-

Un’identitdh di questo tipo si deve implicitamente ritenere
come' nota, anche se ‘— come sembra — essa non sia mai-stata
scritta esplicitamente. Crediamo tuttavia non del tutto privo d’in-
teresse I’ esporre il rlegame' dell’identity soprascritta con 1’accen-
nato problema  geometrico. A cid & dedicato il n. 1 di questa
- Nota; nel n. 2 offriamo una semplice dimostrazione della stessa
identitad, ottenuta con i mezzi dell’algebra elementare.
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L. 11 problema della bisezione della serie canonica (') sopra
urta curva C di genere p (=>2) consiste nel determinare quei
gruppi di p — 1 punti (gruppi semicanonici), che, contati due volle,
appartengono alla serie canonica qP 1 della C. Piu precisamente

si trova che un gruppo semicanonico & dato dalle radici (diverse
dall’ origine degli integrali abeliani normali di prima specie) della
equazione:

» ' brp=10

ove o, @ una 0 qualsiasi a caratteristica dispari. Se la curva C
¢ a moduli generali non vi sono altre soluzioni &'si hanno cosi
tanti gruppi semicanonici isolati quante sono le caratteristiche
dispari, cioe 2r—(2r —1). Se invece la curva C-& a moduli parti-
colari possono presentarsi delle intere serie lineari costituite da
gruppi semicanonici (serie autoresidue rispetto alla serie .cano-
nicaj; ed allora si trova, come facile conseguenza  della teoria
delle funzioni 6, che una g . autoresidua completa assorbe zero
od una delle 27~(2» — 1) soluzioni, che si hanno in generale, a
seconda che r SIa dispari o pari.

Cid premesso supponiamo che la C, di genere p, sia iperel-
littica; ed immaginiamola ad esempio realizzata mediante la curva
d’equazione y* =f,,, () dove f & un polinomio nella = di
grado 2p + 2 ed a radici distinte. La g esistente sulla C & segata
dalle parallele ail’asse y e la serie canonlca g?-l , che & com-
posta con la g , & segata dagli co?—! gruppi di p——l parallele
all’ asse y; 1noltre i punti doppi della g2 sono dati dalle 2p + 2 ra-
dici dell’equazione f,,,,(x) =0 (punti di diramazione della retta
doppia, a cui si riduce la C proiettandola sull’asse x dal punto
all’infinito dell’ asse ).

I ora facile enumerare tutte le serie autoresidue complete
appartenenti alla C. Invero un gruppo semicanonico della C pud
essere costituito da p — 1 punti doppi della g‘ ovvero da p — 3
punti doppi della g completati con un gruppo generlco della g ,
ovvero da p — b punt1 doppi della g completati con due gruppl

(1) Per i concetti qui richiamati e per la dimostrazione delle proprieta
che qui ricordiamo ecfr. F. ENRIQUES ed O. CHisiNi: Teoria geometrica
delle equazioni e delle funzioni algebriche (Bologna 1934), Vol. IV, Lib. VI,
Cap. 111, pagg. 203-212. Per il caso della curva iperellittica, che interessa
pitt avanti, cfr. anche nella Encyklopddie der Mathematischen Wissen-
schaften, TI, B, 7, Varticolo di A. Krazer ¢ W. WirTINGER: Abelsche
Funktionen und allgemeine Thetafunktionen, n. 76, pag. 764.
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generici della g; e cosl via. Si hanno cosi le seguenti serie
complete, costituite da gruppi semicanonici:

2p +
le (;: 1)90 costituite da p — 1 punti doppi della g;;
2p + 2 . . . - . .
) i cui gruppi constano di p — 3 punti doppi

della g‘ flss1 e di un gruppo generico della g; ;

Zp -+ 2 . . i _ ) .
le i.cui gruppi comstano di p — 5 punii doppi
della g’ flsSI e d1 due gruppi gemnerici della g;; )

2p + 2 . : " .
le _ 1 cui gruppi constano di p — 7 punti doppi
della g; flSSl e d1 tre gruppi generici della g;;
2p + 2
h . . 3 \ 3. —
le (p - 2h——1) gy 1 cui gruppi constano di- p — (2h + 1)
punti doppi della g; fissi e da h gruppi generici della g;, essendo h
—1
5
Rammentando ora che una g autoresidua complela assorbe

il massimo intero contenuto in p

uno.o zero dei 2,327 —1) gruppi semicanonici isolati, che si
hanno su una C a moduli generali, a seconda che r sia dlsparl
0 pari, dovrd essere:

2p + 2 2p+ 2 2p + 2\
ey = ()~ (55 + ()

e Pultimo dei coefficienti binomiali sarad precisamente

2p + 2\ 2p+ 2 ‘ 2p+2) " (2p+2
Ao ) ° 1 ) ° 2 | ° 3
a seconda che p — 1 abbia la forma

4k o 4k+1 o 4k+2 o 4k + 3.

Si vede cosi come la identith aritmetica soprascritta sia legata al
problema della bisezione della serie canonica sopra uua curva
iperellittica di genere p =2.

2. Proponiamoci ora di dimostrare elementarmente la mostra
identith aritmetica.
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Supponiamo da prima p dispari: p =2k + 1. Allora 1’ 1dent1ta
da dimostrare diviene:

(1) 2:h(2§h+1 —1)= (

4h+4) (4h+4> <4h+4 N
2h 2h — 4 2h—8)

dove I’ ultimo’ coefficiente binomiale &

AR

secondo che h & pari o dispari.
Applicando la formula del binomio allo sv11upp0 di (1 + 1)‘""H
si ottiene la nota formula: : .

‘4h + 4 4h + 4 4h 44\ 4R + 4
Ddh J—
2eee=(T )*( 1 )*( 2 ) s )

che, per la notissima relazione:

(=062
h) - \n—nh
diviene: '

o i 4h+4> sh+-d (4h+4‘ ' (4h+4 (444
=) , o /7 1 >+ 2 )+"'+ on+ 1) v \on+2)
/

Svivluppando' invece b(l — 1)#+1 otteniamo:

o o= )= ()= @Z::’i)] e

e sommando la (3) alla (2):

. n ' (4h-4) 4h-+4\ [(4h+14 4h +4 4h+ 43
@ 2 ”:4[.( 0 )*( 2 )*( s )*'"*( 2h ”*2(%*2)

Cid posto, denotando con ¢ I’unith immaginaria, sard: .
(1 4 ,é)lh-fﬂi — [(1 4+ i)2]2h+’ — (21;)1h+2 : (__ 1)h+1.22h+2’

e quindi, sviluppando (1 + 4)*** secondo la formula del binomio
ed uguagliando le parti reali: VR
_ [4h+4 4h +4 4h-+4 . 4h+4\

0 '“( 2 JH\ 4 )T )T

D LN Nt ¥
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ed anche:
4h <
o ) - (M
‘4h + 4 ‘ 4h + 4 ) 4h + &
+ ( . )—...+ (— 1)h( o )]+2(~1)h+1(2h+_2>

Se ora h & dispari sottragglliamo Ja (5) dalla (4) ed otteniamo:

' ‘ Sheed,  [Shoedy  (Ahed)  (dhed)
R(D2h+T _ ) — )

wemry= () (M) (g ‘)*“ (%)

Se invece h & pari sommiamo la (5) alla (4) ed otteniamo:

4h+4 4h+4 4h—+4 4h+4\

22 —1)-( 0 )+ A )—4— g )t )

Riesce cosi dimostrata Uidentitd (1) e quindi la nostra identita
nell’ipotesi che p sia un numero dispari. )

Una dimostrazione analoga vale se p & pari: p:‘)h L’lden
tith da dimostrare diviene allora:

4h+2) (4h4‘~2> <4h+2>’

on—5) F\on—9) F

(1/) 2?h—l(23h__1) — <2h_ 1 +-

dove I'ultimo coefficiente binomiale &
4h + 2 4h + 2
1) ° 3
a seconda che h & dispari o pari.
Sviluppando con la formula del binomio {1+ 1)"**e (1—
e sottraendo una formula dall’altra, otteniamo:

4h+2 4h+2 Ah +2 - (4h+2 4h +2
(4) 2tvti— 4' >+( 3 >+< 5 )+'"+(2h—1>_]+2(2h+1>'

1)4h+2

D’ altra parte &:
(1 + i)4h+2: [(1 + @')z]fh—m — (2,5)2h+1 — (__ l)h..i)zh-*'l -

ma, sviluppando con la formula del binomio ed uguagliando le
parti immaginarie viene;

R

. <4h; 2> — b (— 1P (“2"; * f)} + 21y (;Z: f)
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Se ora h & dispari, sommando le (4) e (5) si perviene all’ identita:

' 4h+2 4h +2 4h+2 4h+2
w1 (DR} —
2912 1)_< ) >+( . >+( A )*"'*‘(2}»-1)'

Se invece h & pari, sottraendo la (5') dalla (4) si ha:
4h +2 4h +2 ’4h+2) (4h +2
3 )\ 7 ( 1 /+...+(2h_1 .
Rimane cosl dimostrata la identith (1) e quindi I'identitd che
ci interessa anche nel caso che sia p un numero pari.
L’ identitd scritta al principio di. questa Nota rimane cosl di-
mostrata in ogni caso. '

22/»—1(2:1»_1) — (



