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44 BOLLETTINO DELLA UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Aleune trasformazioni di integrali.

Nota di CarrLo E. BoNFERRONI (a Firenze).

Sunto. - I’ A. stabilisce alcune identita che possono servire come formole
di trasformaszione d’integrali.

1. Trattando da due diversi punti di vista un problema attua-
riale (1), sono giunto a due diverse espressioni della soluzione (unica):
eguaghandole ne ho tratta la seguente identith.

f / fis, @)ads, s
. dt
f(S, x)u(s, t)ds

(A) f(s, 2)gls, 2)ds = [f(s, 2gls, sje” ds.
J J |

In questa, e & la costante di NepPrro, le funzioni f(s, x) e g(s, )
si suppongono continue rispetto ad s e la seconda & supposta deri-
vabile rispetto ad x (rappresentandone com g. la corrispondente
derivata). Si suppone che per £4=0 non sia nullo il denominatore
della frazione nel 2° membro, che sia g(s, 8)F=0 e che la frazione
ora detta abbia, in (0, x), integrale finito (il che avviene certa-
mente quando per {=—0 essa ha limite finito). ’

Hssendo desiderabile una dimostrazione della (A') cbe ricorra a
considerazioni puramente analitiche, senza riferimenti ad inter-
pretazioni attuamah, indico la seguente, la quale conduce, anzi,
ad una identith ancor piii generale,

Fissiamo nella f(s, x) il 2° argomento ponendo xr =1y, e cer-

chiamo una funzione 6(f, y), continua rispetto a ¢ per t:Q:O che
renda, per ogui :,

x x o (t, pat
(1 . [f(s, Yyg(s, w)ds‘—‘[f(s, Ygis, e - ds.
' b o
Posto
o ——f”e(z,y)at
Ofx,y) e’ onde O, (x, y) = — O(x, y) % Y)

("} Sul caleolo di un accumulo. (Glorn dell’ Ist. ital. deghi A ttuari, 1938).
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questa diviene

o4, ) fls, e, 21ds = [fis, g, 900, ).
9 0

Per la coincidenza dei due membri, che per = O‘ sono eguali,
basta la coincidenza delle loro derivate rlspetto ad x: eseguendole
e semphfxcando, si ha

f £, ¥)g.(s, )ds
@) b(a, ) =" p——————
. j f(s, mgls, ac)ds

In base. a questa, la (1) diviene
. :
[ 16 via s, nas

: f:f(s, Vgls, tids
(&) ffs, e 21 = jfs, 58’ " ds,

dat

valida per w,y arbitrari. Per y =2, si ha in particolare la (A’).

2. P.es. sia f(s,x)=1, g(s,x)=h +2x—8, h3=0: si ha subito

i A . fds ‘ 2 c oh 4+ 2\*
Jfgds:: X <+ PR e_ht t"‘“2h+t’ fedtr:log(%——_‘—_—s)
8 . B

onde 1’identita

2h+aa . 1 h

Questa vale anche per h=0: in tal caso & g(s,8)=0, ma 6
diventa 2/ e non ha integrale finito in (0, x). ‘

3.’ Operando con lo stesso metodo precedente, si pud cercare una
funzione 6(f, y), continua rispetto a ¢ per {30, che soddisfi alla

&x €
@) [t vigs, 2)ds = [rts, v, 9]t + [ot, yat]as.
] 6 3 '
Derivando rispetto ad & e semplificando, si offiene

[ 16, y)geds, w)ds

0(x,
[7t(s, igls, s)ds
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nell’ ipotesi che il denominatore non s’annulli per x=0. Sosti-
tuendo nella (3), si ha cosi I’ identita

(8, 8)d.
B) ff(s,\y)[g(s, gls, s)lds = [f(s,yg(s 8) f /f (s, sdtds.
JIE (8,

y)y s, )ds

Anche qul supporremo che la frazione che flgura nel secondo
membro abbia, in (0, x), mtegra}e finito rispetto atf, notando che
cid si verifica sicuramente se essa, per { =0, ha limite finito.

4. Se in (A) e (B) poniamo f(s, ) = 1, g(s, ) = gl — s), otteniamo
i . [;

Jaits, ids = Ja'tt — s)ds = g(t) — glo).
o 0

Operando poi:la sostituzione & — § ==, si perviene rispettivamente a

v R
Tt
© o fg(u)du = 9(0)/ es ds
0 ¢
D) [guadu = wglo) + ] I _(_)_ti(w dds
| 0 -~ 08

la seconda delle quali si giustifica subito per semplice derivazione
d’ ambo i membri rispetto ad x, oppure invertendo 1’ ordine delle
mtegraznom nell’ integrale doppio.

B ovvio, poi, che combinando le identitd suddette altre se ne
possono trarre: p. es., eguagliando i secondi membri di (A) e (B),
o di (C) e (D), come pure facendo tendere «x all’infinito sotto op-
~ portune condizioni. '



