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PICCOLE NOTE 27

Sulla soluzione polinomiale della
(@@ + a)y” + (bx + b,)y — nb,y =0.

Nota di GruseprreE PanaMa (a Lecce).

-Nunto. - Si risolve I’eqguazgione differenziale del titolo riducendola a quella
(=) .
cui soddisfa L (x), quindi si studia la sua soluzione polinomiale e si
n

stabilisce una interessante relazione limite fra i polinomi di LAGUERRE
. e quelli & HERMITE.

In questi ultimi anni diversi autori si sono occupati della
soluzione polinomiale della

1) (@@ + agy” + (bw + b))y’ — nby =0,

o per determinare la mnatura delle radici di essa come ha fatto
il BureaTr (!) prima e il LevI (}) poi, completando gli studi del
primo, o per studiare i suoi zeri come ha fatto G. SansonNE (?) in
due note lincee, o infine per determinare il suo sviluppo nella
forma affatto semplice cui recentemente @ pervenuto A. Mam-
BRIANI (f). :

Ora nonostante sia stata da tempo risolta la (1), anai la piu

generale
(02" + 0@ + a)y” + (b + by + cy =0,

(!) Cfr. P. BURGATTI, Sull’ equazione (a;x -+ a,)y" '+ (byX+bgly'—nbyy =0
e sopra um criferio per riconoscere la matura delle radici di Ya(x)=0.
« An, della R. Scuola Norm. Sup. di Pisa », 8. I1, Vol. I (1932) pp. 165- 172.

(?) Cfr. B. Levi, Deferminazione della natvra delle radici della solu-
zione. polinomia dell’ equazione dcﬁ"erenmale (84X + 800y + (byx + by)y’ —
—nb,y=0. « An. della R. Scuola Norm. Sup di Pisa », 8. II, Vol 1
(1985), pp. 255-261.

(® Cfr. G. SANSONE, Sugli zeri delle soluzwm polinomiali dell’ equa-
zione (8,X 4 ay)y" + (byx + by)y’ —nb,y = 0. Nota I, « Rend. R. Accad.
Naz. Lincei », 8. VI, Vol. XV (1932), pp. 125-130. Ancore sugli zeri delle
soluzioni potmommh dell’ equazione (a,;x + a4)y" + (byx + be)y’ —nb,y._O
Nota II, id., pp. 194-197.

(4 Cfr. A. MaMBRIANI, Deferminazione della soluzione polinomiale del-
U equazione (a,x + a,)y" + (byx + bg)y’ — nb,y = 0.
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come & avvertito nel citato lavoro di A. MAMBRIANI, pure sti-
miamo interessante la presente Nota conla quale, in maniera
affatto semplice, perveniamo alla riscluzione della (1), perché fa-
cilmente si & stabilita la dipendenza dell’ integrale generale della (1)
da quello della

{2) xy’ +(n—x+ Dy +ny=0,

(2) .
cui soddisfa il classico polinomio generalizzato, L (x), di LAGUERRE.
n

I vantaggi che presenta, credo, questa semplice trattazione
derivano dal fatto che, tutti gli studi e i risultati relativi ai po-
linomi di LLAGUERRE, si possono senza altro e facilmente utilizzare
per il polinomio soluziomé della (1), come in parte si vedra in
questa Nota. Fra D altro dimostreremo l’ortogonahta di questl
polinomi e calcoleremo il fattore che li normalizza.

Segnalo infine sin d’ora e in modo particolare la seguente
semplice e, suppongo, veramente elegante formulelta che ho sta-
bilito molto agevolmente k

(za=)

o A . x . 11\T
H () =2 "n!alll-l-llota‘ L, (&—l +§a—l’)]

3)

La precedente, come le formule di Szred, mette in relazione
i polinomi di HERMITE con quelli di LAGUERRE, senza perd far
distinzione fra il caso di # pari e di »n dispari, e pud quindi
essere utilizzata, come quelle di SzrcO stesse, per studiare i po-
linomi d’ HerRMITE a mezzo di quelli di LAGUERRE.

1. Innanzi tutto, poichd la (1) pud dividersi per — b,, perche
supponiamo b, =0, essendo il caso b, =0 del tutto elementare,
ad essa pud darsi la forma pitt semplice

(1) (@2 4+ a,)y” + (— 2+ by + ny =0.
' Se (;ra poniamo nella precedente, ammettendo @, =0,
“) k 0T+ ay = a,’'2 \
essa senz altro si riduce ad una equazione del tipo della '(2),

perchd con la detta costituzione (4), la (1) diventa

: . b
) 2y’ + (—— z+ &—%;ﬂb) y + ny =0,
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. Notiamo che la (2) e la (5) sono alla loro volta del tlpo del-
I equazione pil1 generale

6) o’ + (Y — 2w’ — pw =0,

essendo p qualsiasi, cio® non necessariamente intero.
L’ integrale generale della (6) &

w :C,G(p, s w) -+ c:x1—YG(p -+ 1 -, 2_;.Y, x)
se y non ¢ intero ed essendo ¢, costanti, e
't) i T(x + m)x™

I'(x) m:om! 'y +~m)’

La (6) e i suoi integrali particolari linearmente indipendenti,
sono stati studiati’ da KumMmEr (3), servendosi della classica equa-
zione differenziale di Gavss. '

Poiche la (6) si identifica con la (2), ponendo

Glx, v, @) =

Yy=o+1 p=—mn,
Vintegrale generale della (2) &, se « non & intero,
) y=c¢,G(—n, « +1, ) + ¢cx—=*G(—a—n, L —a, x), c, costanti,

e quindi quello della (5) &

a, + b.a
N __ (] ot
(8) y'—ch(_ a.’ ) )
1
G+ bey
i a, + b,a a, + b,a
+ ¢z o ;G(V——n+1—— 0a'~’0 2 — “az" ',z),
: 1 1

by,

@y + o
purché ——-—— mon sia intero.

Prima di scrivere l’integrale gemerale definitivo della (1),
osserviamo che fra il primo dei due integrali particolari che fi-

(=)
gurano nella (7) e L (x),r vi & la seguente relazione

() Ll +n 4 1)

L(w) Terijnt (=n, «+1, 2).

(%) Cfr. KUMMER, « Journal fiir die reine und angewandte Mathematik »,
t. XV (1836), p. 139. Cfr. inoltre ApPELL e KaMPE DE FERIET, Fonctions
hypergéométriques et hypmsphemques Polynomes d’ Hermite, pp. 121-123,
1926. :
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Invece il 2° integrale particolare della (7) ha il seguente
sviluppo

9 z=eG(—a—mn, 1 —o x)=
=T —a) i (=" + n + L™=
- m!T(e+n—m+ )T (—a+m+ 1)

m=0
Percid Vintegrale generale della (1) per la (8) e per la (4) &

- ay+ba, ax-+a
(10 y:c,G(— n, °a2' , — ") +
. 1 1
__Go+boay
a,x+a, a? ao+b0al a,+ba, a,x+a,
5 3 Gi—n+1— , 2— Tt — |,
@, a, a,

a, + b,a .
" non intero.

¢; costanti e se & -

1
a1, @, b0 ar, aq, by

Sé infine indichiamo con L (), K (x) i due integrali par-
”n

N n
ticolari che compaiono nella (10), precisamente se poniamo

agt ey
(, ay? —-1> -~
ay,.ag, bo a,r + a
(11 L e, (———-, .
n ' a,
7“!»9‘0, bo . -
e K (x) uguale al valore che si trae dalla (9) ponendo in essa
n .
a, + bty
t= —5 ——1"
a,
e cambiando x in .
ax -+ Gy
—_3
a,

I'integrale generale della (1) pud quindi, concludendo, anche
seriversi
a1, Qg by

y:AlL o )+ 4 K (@), A, costanti,

.y + ba .
e quando sia —°—a—,—°——’ non intero.
13

2. Dalla (11) a mezzo della nota formula
) n (’_ 1)m1‘(x “+ N l)mn—m
o ¥ e
Ln(x)—(" 1)lm§0m! m— M) T+ 0y 4 1)’
oy s %0, bo

si ha il seguente sv1luppo di L (@)

"
12) L“‘(a;"i"(— 1T (ao+ boal ) 2": (=1)"az+ ao)" a2
( A ) m=0m!m—m)!r(‘i%@+n_m)'
1
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Notiamo infine che la (12) pud scriversi anche nel seguente
modo

a1, 8oy bo et dar z

) = 5 @+ a0) g [, + agine @

. . @,
ove o sta invece di —a - — L

a;, @, bo

3. Delle formule relative alla soluzione polinomiale L (x), pos-
n

sono subito stabilirsi nel seguente modo.
Per determinare ad es. la formula ricorrente rispetto all’in-

ay, o5 bo
dice n degli Ll(a:), basta tener presente la analoga
n

13) -+ 1)15“{9‘0) @t L — @) )+ o+ )L (@) =0,
n+

n n—1
relativa ai polinomi di LAGUERRE. Infatti cambiando in essa x in

ax + a,
2
al
ed « in
a, + bya,
z - 19
a,
si ha senz altro, a semplificazioni effettuate, la seguente formula
. che a noi interessa, se si tien presente la (11),

alla(;! bo a1, 60, by .
(14) a’(n+ 1)L (a;:) — 2an — x + by)a, L (x) +
n-+ n

a1, g, by
+ [a, + bya, +a, (n—l]L (x) = 0.
—1

In modo perfettamente analogo a mezzo delle

(2-+1) (@) (2+1)
L (x) — L (x) =L (x),
" n n--1

(2~+1) (%) (=)
oL (#)=nL (@) — (= +n)L (2)
n— n n—1

(a4 2) @) ()
xL (x) — (« 4 2%+ 1)L () + (x + n + 1)L (v) =0,
n n »
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si perviene subito rispetnvamepte alle
a1, Gos bo Fo1

a5 Qg boHar _G1, G, By
L @ —L (® :a,a'(x),

n n
ary Ay by
By + 01 a1, @ bo 2y
(e, + a“)La“(aai)’ "na, L (@) — @, + b,ay + @R 1)]];”_(123),
Tt n .
v by vy
ay . @oy bo+2m a1,y 0oy Oy
| 2 L (x) +
(a,2 + a,)L (x) —lax+ 20, + b.a) ‘. (@)
n
ay, @, bo
+ (@ + b,a, +naL (@)
n

Si noti quest’ultima formula, essa @ ricorrente rispetto al pa-
rametro b,, quando perd esso assume successivamente degli incre-

menti costanti ed uguali ad @,. .
Infine osserviamo che derivando la (12) e tenendo poi presente

la (12) stessa, si ha

ai, o, bo
arn (x) a;, G, a1+bo
_r _ x )
dx n—1
e da essa in generale
ay, ao, bo
ar (x a1, 8oy +rby

" — (=)L ().
da’ n—r

4. B determiniamo ora la formula limite (3), analoga a quella
di Szred, perche come essa mette in relazione i polinomi di Lia-
GUERRE con quelli di HERMITE.

Si ponga nella (1)

1
a, =0, =3, b,=0

e allora la (1) si riduce all’equazione:
1 Yy — 2y + 2ny =0

cui soddisfa il polinomio d’HEermire H,(x), avente il seguente
sviluppo

] (— 1)'n! (2u)r—»

}I“ ) = — 1) R LA bl A
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Ma alla (1”) soddisfa, se ¢ & una costante

ag+-booy
( . ay? ~1)
ay, a; by ax -+ a
el (x) =ca,"L, ( 2
n \ a,

: ‘ ‘!
quando si fa ao=%, by =0 e si passa poi al limite per g,—0.

8i ha cosi: o
(zas—)
. i ‘
=1 C "L,l ﬁ ——-)} \
(15) Hn(x) all—r—?o @, (al + 20,2 !

Per determinare il valore della costante ¢, si osservi che i
coefficienti di x” del 1° membro e del 2° membro, sono rispet-
tivamente ]

" (=1 ‘
(—-1) 2", TC
e quindi eguagliandoli risulta
¢ =2"n!

~ Posto questo valore di ¢ uella (16), si ha la (3) che i voleva
dimostrare (%) ' :

(°) La (8) pud subito dimostrarsi anche nel seguente modo.
Ammesso che la (3) sia vera se =10, 1, 2, 3,..., #, dimost¥immo che

¢ anche vera quando !'indice ® uguale ad # + 1. ' o
Difatti cambiando nella (13) « ed « rispettivamente in —1-— -1, x “+ —L

~ 2a,? a; 2a

e moltiplicandola poi per n!2rt+ig,n+t i ha, se si passa al limite per
a,—0 o tenendo presenti le nostre ipotesi,

1
(z)
lim |(n+ 1)!20Han+H T, 1, (i + L)] + 2 H, (o) + 2nH,_,(a) =0
o —e 0 a;  2a,2

che per la notissims formula
H v y(x) + 2xH, () + 20 H,— (2} =0,

pud anche scriversi
1

() |

Hyppi(@) = 270 + 1)1 lim [a4"+‘1}”+4 (.’i‘-;- L)} |

a4 — 0 a; 2a2/|!

e v.d. |

Ma si noti inoltre che la (3) & vera per n=0, 1, 2..., quiﬁdi essa &

vera in generale.

Notiamo infine che, se mon si mira alla dimostrazione della (3), il

procedimento seguito indica il modo di ricavare da formule per i poli.
nomi di LAGUKRRE, relazioni per quelli di HERMITE.
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5. Dimostriamo ora, come si & detto nella introduzione, I orto-
ay, Qo Bo

gonality dei polinomi L (x) e determiniamo poi il fattore di
,oon
normalizzazione, battendo via analoga a quella che, per raggiun-
gere gli scopi, si segue per i polinomi di LAGUERRE.
Percid osserviamo innanzi tutto che la (1’) scritta nel seguente

modo:

® ag-+abo x o+ arby 1
_z Gotibo -z ANy
(ﬂ € al(alx -+ ao) alz yn + ne i (alx —+ ao) bt yn - 0
in eui si & posto y,’, y, invece di ¥, y, ci da, se
@y + a)b,
— 0
2
al

. . a
e se Vintegriamo fra — 69 ed oo
1

[0
_® o+ mbo__
(n — m)/e a{ax + a,) o Yy, dx =0, mn

@

a

6. Per determinare il valorAe, del precedehte integrale nel caso
in cui n = m, notiamo che dalla (14) si trae

T _x o+ b ‘
(16) je y(ae + a,) 9 Yy, de+ [a,+ba, + a(n—1)1,—, =0,
. w
T
[oe]
_w® ao+ arbg
17 fe H(@x + @) ¥ Y, Y, dx + anl, =0,
Qo

[238

nelle quali &
0.0}

_x %*‘alb‘)__l
I,=|e »(a,x+ aq,) o Y, dx.

m

Qo

@

Sottraendo dalla (16) la (17), si trae
anl, =[a, + by, + a*n.— ]I, _,.

Se ‘ora' moltiplichiamo la precedente con tutte le formule
che da essa si traggono cambiando rispettivamente » in n - 1,
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n—2,..,, 1, si ottiene, mediante una semplice integrazione,

ao  2a9+2aby
(18) I = —eva, &
n!

a4y

1 (G + ;b ’
n l‘("’ “i—o—i—n).
Quindi. il sistema

— aﬂﬂ‘k"_i a1, Gos Do
Vaul{ax + a,) 20 2T ()

n
awide  Gotabe 4, o\
e © 2la,+ab
e 0% q, a? T2 _9_7‘__0 +/n)
al
. ? s Q,
& ortogonale e normale nell’intervallo — o
H
Concludendo osserviamo che, se mnella (18). poniamo a, =1,
a0=0, bo-—_:'x—{—,l, si ha '

1
I, = pou e +n + 1),
come deve essere (7), perche con i valori 1, 0, « + 1, stabiliti per
: {2
a,, a,, by, la (1) si riduce alla (2) cui soddisfa L ().
: n

() Cfr. G. Vitall e G. SANSONE,  Moderna teoria delle fumzioni di
variabile reale, Parte IT (G. SaxsoNE), p. 191 (1935).



