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Interpretazione geometricu delV’ equivalenza di due eqnazfoni
differenziali lineari del ‘secondo or«“ne.

Nota di ARMANDO CHIELLINT (a Cagliari).

Sunte. - Si interpreta geometricamente la circostanza analitica che due
equazioni differenziali lineari ed omogenee del secondo ordine sono sempre
equivalenti rispetto alle trasformazioni di contatto y =iz, §= g(x).

1. Com’® ben noto, nello stabilire le condizioni necessarie e
sufficienti affinchd due equazioni differenziali lineari ed ome-
genee, di ordine » '

- n o _
s y(u) 4 (2) pgy(n}—-) “+ ...+ PY= 0, (Y= y(x),
' —
‘ 2 <;) qu(n-‘z) t g E= 0, 2 —— Z(s)ﬂ

risultino equivalenti rispetto alle formule di trasformazione (trasfor-
-mazione di contatto, secondo S. LiE) ~

1) Cy=1s =),

si introducono certe formazioni dei coefficienti (dette énvarianti)

(s Py - PN
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le quali devono riprodursi, a meno di una opportuna potenza
di 9'(x), quando passiamo da una variabile all’altra.

Tale teoria perd presuppone che l"ordiue 5 delle equazioni
sia >3, perché per m-—2 le equazioni risultano tra loro tutte
equivalenti rispetto alle (1). Questa circostanza si usa dimostrarla
direttamente per via analitica ed & basata sul fatto che un’equa-
zione

Y’ +2py +py=0,
contiene due coefficienti p,, p, ¢ sono a nostra disposizione due
funzioni arbitrarie X e o (1.
Perd tale procedimento non mette affatto in evidenza 1’ intima
natura geometrica di tale circostanza e quindi non credo del tutto
inopportuno esporre le seguenti considerazioni geometriche.

2. Ricordiamo che in Geometria Proiettiva Differenziale, preso
un sistema fondamentale di integrali (4,, ¥,,... ¥,) di un’equazione
differenziale lineare di ordine n, si interpretano tali funzioni y, come
coordinate omogenee di un punto di uno spazio S,_, ad » —1
dimensioni, cosi che le equazioni

= = (), Yy = Yu{2);... Yn=1,(),

vengono a rappresentare le equazioni parametriche di una curva C,
di S,..,, detta curva integrale dell’ equazione differenziale data, curva
che appartiene propriamente allo spazio S,_, e non ad uno spazio
di dimensione inferiore, che altrimenti le 4, risulterebbero tra loro
legate linearmente.

Perd tale curva integrale 'C, non & univocamente determinata
dall’ equazione differenziale dam perchié ne eseguiamo la bostltu-
zione lineare

. n
Y = %h Cirnlrs e[l =0,
anche le y, formano un sistema fondamentale di integrali e quindi
le equazioni
(2) (’Ii:—'—_ﬁ'/:(fx)a )
definiscono una nuova curva integrale C}, dells stessa equazione
differenaziale.
Le (2) si possono interpretare come le equazioni di una proiet-
tivith in S, _, e quindi un’equazione differenziale lineare ed omo-
(Y) Vedi CHIELLINY, Equazioni lineari ed invarianti differenziali. (Corso
di Matematiche Superiori. Litografie. R. Universita di Cagliari, a cura del
dott. Prsano, anno 1938-39).
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genea definisce la sua curva integrale a meno di trasformazioni
proiettive, ciot definisce tulta una classe di curve Cy tra loro proiet-
tivamenle identiche. Inoltre, rappresentando. le ¢, coordinate omo-
genee, avranno importanza per la curva integrale solo i rapporti
Y, Yyl Y,, ciod una trasformazione

Y= )\Z,
la lascia inalterata, come pure rimane inalterata cambiando ra.p-
presentazione parametrica, ciod ponendo

£ = g(x).
‘3. Dopo cid, consideriamo 1’ equazione del 3° ordine

(3 Y +3py +py =0,

e supponiamo che sia nullo il suo 1nvar1ante dlfferenma.le

8, = Pi—g p, (equazione autoaggiunta); allora, com’® ben noto,
essa si pud trasformare nella forma semplicissima

d’z

i =0,

che ammette il sistema fondamentale 1, §, §?; ad essa risultera
quindi proiettivamente associaia la conica

4)

zza_zz.

Ma le coniche, com’& ben noto, sono tra loro prmettwamente
identiche e qumdl la curva integrale di una qualunque equazione
lineare autoaggiunta del 3° ordine (8;,=0) é la conica. Ma la effet-
tiva riduziome della (3) alla forma (4) @ subordinata alla risolu-
zione dell’ equazione di Rrccarr '

, 1 3
(6) W= g0+ 5 Py
0, cid che & lo s/tess’o, dell’equazione del secondo ordine
3p,
! 4+ —4— T= O
nel senso che n =+ — -3 determina la trasformazione e poiche

le soluzioni di (3) sono forme quadratiche di due integrali di (B).

'Possiamo quindi eoncludere che, essendo le equamom autoag-
giunte del terzo ordine tra loro equlvalentl (perché si possano
tutte ridurre all’unica
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e perche le coniche sono tra loro proiettivamente identiche), altret-

_tanto avverrd per le equazioni (5). Ma ogni equazione lineare del
secondo ordine si pud sempre scrivere sotto la forma (6} e quindi

risulta stabilito c¢id che ci eravamo proposti. ‘



