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SEZIONE SCIENTIFICA
PICCOLE NOTE

Sopra certi inviluppi di curve piane e sulle asintotiche 
della superficie di Steiner.

Nota di Enrico Bompiani (a Roma).

Sunto. - Si studiano anzitutto certi sistemi semplicemente infiniti di curve 
piane dotati delle seguenti notevoli proprietà'. V invariante di contatto 
di una curva del sistema con la curva inviluppo è costante al variare 
della curva nel sistema. Nel caso particolare che le curve del sistema 
siano coniche appartenenti ad una rete con tre punti base e inviluppino 
una quadrica della quale quei punti siano bifiecnodi (lemniscate proiet­
tive di BerzolariJ, dai teoremi prima stabiliti risulta che le asinto­
tiche della superficie di Steiner sono quartic he gobbe razionali, e vice­
versa che una qualsiasi di queste individua una superficie di Steiner 
di cui è asintotica. Questi fatti ben noti erano stati stabiliti finora o 
attraverso la rappr esentai ione piana della superficie (non avente carat­
tere proiettivo) o attraverso considerazioni iper spaziali. La via qui indi­
cata, di natura esclusivamente proiettiva, sembra più semplice e più 
aderente alla natura delle proprietà in esame.

1. Mi sono più volte occupato dell’ invariante proiettivo di con­
tatto di due curve piane (J) e in particolare di quello spettante al 
punto di contatto fra una curva di un sistema oo con la curva 
inviluppo del sistema (s’ intende: quando esista); ed ho anche posto 
il problema di caratterizzare le equazioni differenziali del 1° ordine 
i cui integrali particolari abbiano con l’integrai singolare, in ogni 
punto di questo, invariante di contatto costante. Qui do esempi di 
casi in cui ciò avviene, cioè, come dirò, di inviluppi ad invariante 
costante. , 

1

(*)

(*) Per vari significati finiti di questo invariante e per la bibliografia 
relativa vedasi la mia conferenza: Alcuni risultati di geometria proiettivo- 
differenziale. Bendic. « Seminario Matern, e Fisico » di Milano, vol. X, 1936.
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Sono stato condotto ad essi dal desiderio di chiarire in modo 
più diretto alcune circostanze relative alle asintotiche della super­
ficie di Steiner. È ben noto (*)  eh’ esse sono quartiche razionali 
(aventi per corde principali rette doppie della superficie) e che 
inversamente una tale quartica individua una superficie di Steiner 
per cui è asintotica: ma mi pare strano che per dimostrare queste 
proprietà si sia ricorso alla rappresentazione piana (che non ha 
carattere proiettivo) o a considerazioni i per spaziali.

(2) Vedasi p. es. E. Bertini: Complementi di Geometria Proiettiva, 
(Zanichelli, 1928) §§ 7, 12, 13 ; Introduzione alla Geometria Proiettiva degli 
iperspazi. (Principato, 1923). Cap. XV, XVI.

(3) In realtà, per il càso dell’invariante che segue, ciò non occorre af­
fatto; dëv’essere invece a =|= 0, — 1.

2. Siano dati tre punti distinti di un piano che .assumiamo come 
vertici di un triangolo per un riferimento proiettivo.

Consideriamo il sistema .ex?2\Ca\ di curve U*  definito dall’equa­
zione :

(2.1) "+" 3Xi a3ælæ2 == 0

con a intero positivo (3).
Una di queste curve è individuata da un suo punto P(x 15 æ3),

distinto dai vertici, e dalla tangente t in esso, di equazione

t^X^ ^3^3 - 0 I

s’intende che dev’essere

(2.2) tjXj -4- -+■ 13^3 = O.

L’equazione della soddisfacente a queste condizioni è, come 
subito si verifica,

(2.3) 4- tX'XX -+- = 0.

Consideriamo ora un secondo sistema |Cfe|.

(2.4) -4- 62x3æi “L ~ 0

(ß intero positivo, =(= a) e la curva Cß di esso che passa per P con 
la tangente data

(2.5) 4- - y,

Le curve (2.3) e (2.5) tangenti in P hanno ivi un invariante pro­
iettivo di contatto (metricamente : rapporto delle curvature) che
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vogliamo calcolare. Per far ciò nel modo più semplice si ricordi 
che date, in coordinate proiettive non omogenee, le equazioni di 
due curve y — a^x*  ... e y = a^x*  ... il loro invariante di con­
tatto è a20/a20. ,

Per ridursi a questo caso, fatto come si può xs = #3 = 1 e is == •— 1, 
sicché la (2.2) diviene
(2.6) •+■ t^x2 — 1,

conviene il cambiamento definito da .

(2.7) -XT. = «.ac. (^—a-, - 1)
-Xg —-t ^xI + t%xg — 1

che porta P in Xì = X2 ~ 0 e dà a £ l’equazione X2 ~ 0. 
Invertendo queste si ha

(2.8) .. as, = æI(TtX1 4-^ + 1)-. '(«,= !)
lTg = Æg(— X2 1)

ove
(2.9) ti = TiXìì Tj -4- Tg =z 1/Xi X^ 

e sostituendo nella (2.3)

Ti(— TiX) X2 ■+• l)a -+~ Ts(Tî^i X, 4- l)a —
— (L 4- TgXTjXj -4- Xg -4- 1)^(—^lXì -4- X2 h- l)a = 0.

Il termine di grado zero è nullo e il termine di 1° grado è X2; 
per il calcolo dell’ invariante occorre solo il coefficiente di _X*  ; e 
si ha

__ a -4-1 2
— 2 T1T2^ 1 -4- ... .

L’analogo sviluppo per la (2.5) si ha cambiando a in ß; quindi: 
L’invariante di contatto delle curve 0« e Cp che passano per un 

punto P con la stessa tangente vale (a -4-1) / (ß -4-1).
Fissiamo una Ca (o Cß) e consideriamo le oo1 curve Cß (o Ca) 

che la toccano nei suoi vari punti ; poiché nell’ invariante calcolato 
non c’è più traccia del punto di contatto, le oo1 curve considerate 
formano un inviluppo ad invariante costante.

P. es. per a = 2 si hanno le lemniscate proiettive di L. Bérzo- 
lari (4) (quartiche con tre biflecnodi); le oo1 coniche (ß—• 1) tan­
genti ad una di esse e passanti per i tre biflecnodi hanno con 
quella invariante di contatto == 3/2. K

(4) « Bendic. B. 1st. Lombardo », tomo 37 (1904). pag. 277 e 304.
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3. Conviene ricavare dal precedente un altro risultato. Consi­
deriamo le oo2 curve Cß, (2r4), e domandiamoci di estrarre dal si­
stema oo  un sistema oo1 avente un inviluppo ad invariante co­
stante, sia k.

*

Si determini anzitutto a ±= fc(ß 4- 1) — 1. Una curva Cß e V invi­
luppo C si tocchino in P; l’elemento di 2°« ordine, P2, di C in P 
è determinato dall’ essere l’invariante di contatto di C con Cß 
uguale a k ; esso dunque coincide con 1’ E2 della curva C« (col 
valore di oc de eminato) che tocca Cß in P. In altre parole: dal 
fatto che Ca e C hanno contatto del 1° ordine segue che hanno 
contatto del 2° ordine. Tanto basta (variando P su C) per conclu­
dere che C = Ca; cioè :

Gli unici sistemi 001 di curve ad invariante costante k che si 
possono estrarre dalla rete {Gß| sono quelli tangenti ad una curva 
Ca, (2.1), per cui oc = k(3 4- 1) — 1. Vi sono quindi oo2 modi diversi 
di costruire sistemi del tipo voluto (fissati ß e k).

4. Per quanto non necessaria per il seguito, osserviamo la se­
guente proprietà:

Fissata una curva Cß, le 001 curve C« ad essa tangenti toccano 
complessivamente oc2 curve Cß.

La scelta del punto unità (non ancor fatta) può farsi sempre 
in modo che la Cß data abbia 1’equazione :

(4.1) 4- MzNg 4- 0.

Sia (x19 x2, x9) un suo puntò; la C« tangente in esso alla (4.1) ha 
1’ equazione
/j ß . -a—ß a a . -a—ß a a A(4.2) ægæs "+■ ^2 X3X^ 4- #3 —0.

Questa passa per il punto (xr, sx2, w8) ove e ed sono due radici 
oc-esime dell’unità, sa = 1, = 1 ; e per essa passa la curva

(4 Sì T^x^x^ 4- S?a$x$ 4- x$x$ — 0

e vi tocca la C« (4.2). Poiché la (4.3) non dipende da L,, x2ì x3 
rimane provato che tutte le Ca considerate toccano la (4.3) ; e queste, 
variando s ed vj sono a2. Se a (intero) le Cß distinte tangenti 
a tutte le Ga considerate sono fc2.

Per passare dalle precedenti osservazioni sulle curve piane 
alle proprietà delle asintotiche sulla superficie di Stèineb occorre 
il seguente teorema*  che può avere interesse di per sè.
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Sia dato sopra una superficie (dello spazio ordinario) un sistema 
ooJ di curve \C\ tale che ammetta una curva inviluppo 0 e che il 
piano osculatore in ogni punto a C coincida col piano osculatore a 
quella 0 che tocca O in quel punto. Allora possono accadere i se­
guenti casi :

1) la C e le C hanno in ogni punto invariante di contatto ~ 1 
(cioè contatto del 2° ordine) ;

2) la C e la C hanno invariante di contatto ~ 3/2 e in tal 
caso la C è asintotica;

3) la C è linea singolare sulla superfìcie.
Infatti escluso F ultimo caso, cioè se il punto P di C è regolare 

per la superficie, il piano osculatore in P a Cr e ad una C, può 
essere diverso dal piano tangente o coincidente con esso. Nella 
prima ipotesi quel piano determina sulla superficie un solo ele­
mento curvilineo del 2° órdine E2 che deve quindi appartenere sia a 
C che a C, e si ha il primo caso del teorema. Se invece quel piano 
è tangente esso determina, per ogni tangente asintotica, due ele­
menti del 2° ordine, uno di asintotica e F altro della sezione piana 
tangente. La C, che tocca in ogni suo punto una tangente asinto­
tica, è certo asintotica: e allora o F E2 di C in P coincide con 
quello di C (e si rientra nel primo caso) o appartiene alla sezione 
piana; e in questo secondo caso è ben noto che quell’invariante 
di contatto vale 3/2.

6. Dimostriamo ora che le asintotiche della superficie di Steiner 
F  sono quartiche razionali che hanno per corde principali le tre 
rette doppie delia superficie.

4

Dal punto d’ incontro di queste (triplo per F4) proiettiamo F4 
su un piano arbitrario n e indichiamo con lettere dotate di apici 
le proiezioni su n di elementi di F4; le coniche C di F4 si proiet­
tano nelle coniche C' (di n) per i punti I)ì, jD2, D3 intersezioni con 
ir delle rette doppie dY, , d3.

Sia C un’asintotica di e \C\ il sistema delle coniche (di F4} 
ad essa tangente: il loro invariante di contatto (cioè di C con cia­
scuna C) è 3/2. Per proiezione si avrà un sistema oo1 di coniche 
jC'j che ha con la curva inviluppo C' (dato il carattere proiettivo 
dell’ invariante) invariante di contatto = 3/2. Per il teorema in 
fine del n. 4 C' è una delle quartiche aventi Dz, D2, D3 per bi- 
flecnodi. Il cono proiettante C' dal punto triplo taglia F4 (fuori 
delle tre rette doppie) in una quartica C che è F asintotica consi­
derata, avente per corde principali (intersezioni dei piani oscula­
tori nei punti d’appoggio) le tre rette doppie ( a causa dei biflec- 
nodi di C').
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7. Viceversa proviamo che una quartica razionale con tre corde 
principali individua una superficie di Steiner di cui essa è asin­
totica.

Siano C la quartica, dYd2d2 le sue tre corde principali concor­
renti in un punto (dal quale come prima si proietterà su un 
piano tt).

Per ogni punto di C e nel suo piano osculatore si consideri la 
conica C tangente a C e appoggiata a dl9 d2, d3; sia <r la superficie 
ricoperta dal sistema ;C!. Intanto è chiaro che C è asintotica su <r,. 
perchè la proiezione C' è una quartica con biflecnodi in DXDJ)Ò 
e le C'sono le coniche per essi tangenti a C\ quindi l’invariante 
di contatto (nel piano n e perciò anche in ciascun piano oscula­
tore a C) è '= 3/2.

In un piano osculatore stazionario di C vi sono due coniche C 
infinitamente vicine (determinate dai due E2 di C situati in esso), 
cioè detto piano è tangente fisso a s in tutti i punti di una conica.

Si tenga ora conto del fatto che una superficie di Steiner è 
individuata dalle sue tre rette doppie, da una sua conica a piano 
tangente fisso e da un suo ulteriore punto (5); e si dica F4 la sil­
fide di Steiner individuata dalle rette doppie dv, d2, d3, dalla co­
nica C situata in uno dei piani osculatori stazionari di C (lungo la 
quale abbia piano tangente fisso) e da un punto di C.

La C ha in comune con Fi 12 punti situati sulle corde princi­
pali, 4 nel punto d’ osculazione stazionario utilizzato e un ulteriore 
punto; quindi C sta su F'. Le coniche di F4 tangenti a C (situate 
nei piani osculatori di C e appoggiate alle tre rette doppie) coinci­
dono con quelle già considerate per definire cr; quindi <7 === F4. e il 
teorema è provato.

8. Dimostrazione del tutto analoga (com’ è chiaro) si farebbe nel 
caso che la superficie di Steiner avesse due o tre rette doppie 
coincidenti.

(5) In un riferimento proiettivo (n,, x2, x3, æ4) di cui le rette doppie 
siano gli spigoli del tetraedro uscente dal vertice opposto a x4 — 0, le super­
ficie di Steiner per cui x4 = 0 è piano tangente nei punti della conica 
a4x2x3 -t- a2x3x{ ■+- a3x{x2 “ 0 hanno equazioni

un punto ne determina una.


