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Sommario: Su quale terreno puo rotolare senza scivolare una ruota non circolare? Sulla questione, di cui st
sono interessate le cronache perché ¢ stata proposta come tema agli esami della Scuola Media Superiore del
2017, richiamiamo alcune proposte presenti in letteratura e formuliamo qualche ulteriore osservazione.

Abstract: What kind of ground may allow a noncircular wheel to roll without sliding? Such a question has been
proposed in final national exams of the Italian high school system in 2017, and it attracted attention in the news.
Here, we review some available pertinent answers, adding further remarks.

1. — Introduzione

Da un punto di vista costruttivo, la bicicletta ha una
struttura piuttosto semplice: un telaio, due ruote
gommate, due dentate o poco pili, due pedivelle, una
catena di trasmissione, una sella, due freni. Tale
semplicita spinse Gianni Brera ad attribuirle un
“modestissimo estro meccanico”. Eppure, la de-
serizione qualitativa e quantitativa del suo moto in
termini matematici non e per nulla banale, anzi si
scontra con questioni vieppiu complesse quando si
voglia includere un numero sempre pit grande di
dettagli. Problemi da affrontare riguardano princi-
palmente l'interazione del ciclista con la bicicletta —
I'aspetto pitt complesso —, la descrizione dell’avan-
treno, la rappresentazione del contatto con il terreno,
I'influenza delle asperita del suolo sull’avanzamento.

Nel 1898, Emmanuel Carvallo (1856-1945) ot-
tenne il Prix Fourneyon dell’Academie des Sciences

Accettato: il 20 luglio 2019.

di Parigi per una memoria dal titolo “Théorie du
mouvement du monocycle et de la bicyclette”, pub-
blicata nel 1901 (data incerta) per i tipi dell’Acca-
demia, in un volume di 195 pagine. (Carvallo era un
fisico teorico francese di origine messicana, ex al-
lievo dellEcole Polytechnique prima e poi della
Sorbonne, dove discusse una tesi sull’ottica, pro-
mossa da Henri Poinearé.) L’anno successivo, cioe il
1899, su The Quarterly Journal of Pure and Applied
Mathematics (vol. XXX, pp. 312-384), Francis John
Welsh Whipple (1876-1943), matematico e metereo-
logo, membro del Trinity College di Cambridge,
pubblico un articolo dal titolo “The stability of the
motion of a bicycle”, in cui presentava una rap-
presentazione del moto della bicicletta in termini
matematici, formulata quando era ancora studente,
che ancora oggi € un modello studiato, sviluppato e
applicato. In quell’articolo non appare alcun riferi-
mento a Carvallo ma sono menzionati, in maniera
critica, solo un trattato di 226 pagine (piu 16) di
G. Bourlet, “Traité des bicycle et des bicyclettes”,
Gautier-Villars, Parigi, 1895 (data incerta), e le
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analisi, datate dicembre 1898, di un ingegnere, non
meglio identificato nell’articolo di Whipple se non
come Mr. McGaw.

Da allora, I'attenzione alla bicicletta, dal punto di
vista della meccanica razionale, & tornata ripetuta-
mente e a vari gradi di approfondimento. Sono state
affrontate in maniera varia questioni di model-
lazione, stabilita e controllo. Sono state inoltre svi-
luppate rappresentazioni del moto della bicicletta
che corrispondono a sistemi integrabili [21] e si sono
trovate anche analogie tra le descrizioni semplificate
e le strutture formali nate per affrontare problemi
differenti[11]. La letteratura relativa alla meccanica
della bicicletta € enorme; esempi rilevanti sono
elencati in bibliografia: [7], [17], [8], [15], [22], [5],
(18], [9], [11, [2], [3], [4], [6], [10], [12], [13], [14], [19],
[20], [23], [24].

Tra tutte le questioni che riguardano il moto
della bicicletta, in questa nota ci limitiamo innan-
zitutto a valutare la forma del terreno necessaria
affinché una bicicletta a ruote poligonali possa
avanzare per puro rotolamento, mantenendo co-
stante la quota del baricentro rispetto ad un si-
stema di riferimento fisso. Di seguito, proponiamo
alcune riflessioni sul caso di ruote non poligonali.
Trascuriamo le oscillazioni laterali della bicicletta,
indotte dal ciclista, cosicché il moto possa conside-
rarsi intrinsecamente piano.

Non intendiamo qui proporre un’introduzione a—
e una descrizione di—un’area della matematica o una
sua classe di applicazioni. Nello spirito di sottoli-
neare l'utilizzo della matematica nella descrizione
dei fenomeni percepiti, intendiamo solo riassumere
alcune idee sviluppate altrove su un semplice aspetto
di un vasto tema, quale quello del movimento di una
bicicletta, che ha suscitato a lungo — e tuttora stimola
— l'interesse degli scienziati, in particolare dei ma-
tematici.

La nostra trattazione muove dall’analisi della
forma del terreno su cui possa rotolare una ruota
quadrata (al National Museum of Mathematies [17]
di New York e esposta una bicicletta che esibisce
ruote di tal fatta). Su un piano, una bicicletta tra-
dizionale che si muova in linea retta mantiene il
centro di massa a quota costante se si trascurano le
oscillazioni laterali indotte dal ciclista. Cio non ac-
cade per la bicicletta a ruote quadrate. Per avere
per essa una proprieta analoga, € quindi necessario
che il suolo su cui si muove non sia piano. Il pro-
blema e quindi quello di determinarne la forma. Per
indicare una risposta, seguiremo 'analisi di I.G.B.
Robison [17].

Le considerazioni qui esposte hanno carattere ci-
nematico e non coinvolgono la descrizione delle forze
che agiscono su una bicicletta in moto e quelle che si
scambiano porzioni distinte della bicicletta stessa.

C

D \A

FIGURA 1 - Fasi del moto piano di una ruota quadrata su terreno curvo, tale da far si che il baricentro della ruota stessa rimanga a
quota costante.
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2. — Il problema della ruota quadrata

Quando si afferma che una ruota rotola senza stri-
sciare, si intende che il contatto ruota-terreno e
puntiforme e che tale punto e istantaneamente fermo.

Consideriamo un ambiente bidimensionale in cui
il terreno sia una linea orizzontale, la ruota un disco
rigido. Ipotizziamo anche che il contatto puntiforme
in questo ambiente bidimensionale sia tale da ga-
rantire assenza di strisciamento. Durante il moto il
baricentro della ruota (presunta omogenea) si
mantiene a una quota pari al suo raggio.

Se considerassimo, ad esempio, una ruota qua-
drata omogenea di lato [, nel rotolamento su un ter-
reno orizzontale la quota del centro di massa oscil-

lerebbe rispetto al terreno tra é e V2 é (Figura 1).

Consideriamo il sistema di riferimento (Q;x,y)
indicato nella Figura 2. Ci si puo porre il problema di
valutare la forma del terreno (una curva in ambito
bidimensionale) su cui una ruota quadrata, omoge-
nea, di lato [ possa rotolare senza slittare, mante-
nendo il suo centro geometrico a una quota pari a

V2 % Qui di seguito indichiamo con d = V2 é la

quota del centro della ruota nel riferimento scelto.

Una risposta a questa questione e stata fornita
nel 1960 da I.G.B. Robison [17] ed & la sua analisi che
seguiremo nel seguito (si veda anche [7]).

Ay
G B
G
D 2 A
il N

F1GURA 2 — Ruota in posizione iniziale

Come fatti preliminari, ricordiamo che il punto di
contatto T coincide con il centro di rotazione istan-
tanea, cioe il punto intorno al quale il disco ruota per
un intervallo di tempo infinitesimo. Cosi la velocita
del centro di massa G e data da g = A (G- T),
dove @& e la velocita angolare del disco. Inoltre ri-
chiediamo che il centro di massa si mantenga alla
stessa distanza dal piano orizzontale.

2.1 — Terreno adatto al rotolamento div una ruota
quadrata

Sempre con riferimento alla situazione bidimensio-
nale in Figura 3, il profilo incognito del terreno e il

Iiy
C B B A
{6 G
d
T
D A C D
X
Q
Ficura 3 - 11 profilo deve essere tale da mantenere il centro della ruota alla stessa quota.
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luogo dei punti (x,y) che soddisfano una qualche
relazione del tipo ¥ = f(x). Per ragioni di concisione,

si indichi eon a il semilato del quadrato: a = é

Durante il rotolamento del lato del quadrato
sul profilo, si richiede che i cammini successivi
del punto di contatto 7' sulla ruota e sul profi-
lo ¥ = f(x) del terreno siano uguali. Il rotolamen-
to del quadrato avviene dunque senza striscia-
mento.

Quindi la velocita istantanea di ogni punto P
della ruota quadrata ha la direzione ortogonale al
vettore (P —T). In particolare la velocita del
centro del quadrato G & in modulo uguale a  GT
dove w e lavelocita angolare dellaruota quadrata e
GT é la distanza del punto G dal punto di contat-
to della ruota, mentre la direzione e orizzontale.
Pertanto, con riferimento alla Figura 4, si puo
scrivere

y(@) +GT = y(x) + —— —d,

ovvero

Nella Figura 4, 6 indica I'angolo IfG\T, cioe l'in-
clinazione del quadrato rispetto alla verticale. Essa e
pari all’angolo che il lato DA forma con I'orizzontale.

()
B
G
-
all @
D d
4 T
A Ty(x)l

W v

Fi1GURrA 4 — Rotolamento della ruota quadrata.

Tenendo conto che —tan § = y'(x), si ha quindi

1 _ 2n 12
@1 =Vt =147,

da cui emerge la relazione differenziale

<dy>2_ @-y"_ |

(2.2) o p

cioe, scegliendo il segno positivo,

/mdy:/dx.

2.3)

Siccome

du = —a cosh™lu,

ove U = Y e cosh™! ¢ linverso della funzione

coseno iperbolico, ne segue

cosh™! (M) S +c,

con ¢ costante,
a a

ovvero
y=d—a cosh(—%%—c) .

Per calcolare la costante ¢, imponiamo il valore di y
in 2 = 0. Avendo indicato con d la quota del centro di
massa, all’istante iniziale si ha
y(0) +a=d.
Per x = 0, segue
y¥(0) =d —a cosh(c) =d —a,

da cui cosh ¢ = 1, ovvero expc + exp(—c) = 2, cioe
¢ = 0. Il profilo del suolo & dunque

(2.4) y(x)=d—acosh (g) =d —% [exp (g) + exp (— g)}

Si tratta dell’equazione di quella che possiamo
chiamare catenaria invertita, visto che la catenaria
e il profilo che una catena, fissata agli estremi, as-
sume sotto I'azione del suo solo peso, la cui equazione
e data dalla funzione coseno iperbolico

y(x) = a cosh (g) ,
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2x,

D,

FiGuraA 5 - Giro completo di una ruota quadrata

con a costante. Ribaltando la curva si ottiene il
profilo derivato in precedenza, considerando il ro-
tolamento del quadrato.

Allo stesso risultato si perviene con la scelta del
segno negativo nella (2.3).

Determiniamo ora il punto x tale che

Yy(@o) =d—a cosh(%) =0.

Cond:\/ﬁésiha

cosh(z—;co> :?: V2.

. . l _ .
Sia xy 'ascissa tale che xy = 5 cosh 12, pari a circa
l . . .
0.8814 5= 0.4407[, 1a generica catenaria invertita,
associata a un lato del quadrato, avra una larghezza
pari a 2 xy (Figura 5), che, nel caso di un quadrato di
lato I, sara cirea 0, 8814 1.
Dopo un giro completo una ruota quadrata avra
percorso quindi la distanza

25) Dy :4lln<\/§+1) —4.0,88141.

Il profilo del terreno su cui possa rotolare una ruota
quadrata sara quindi costituito da una sequenza di
catenarie invertite, con periodo ! cosh™v/2.

2.2 — Ulteriort appunti di natura geometrica

Il lettore che non abbia molta dimestichezza con la
cinematica dei corpi rigidi e che preferisca un ap-
proccio completamente geometrico, puo trovare in
questo paragrafo un modo alternativo per ricavare il

profilo del terreno. Ci limiteremo soltanto a dare una
traccia del ragionamento.

Abbiamo gia richiesto che i cammini successivi
del punto di contatto 7' sulla ruota e sul profilo
y = f(x) del terreno siano uguali. Con riferimento
alla Fiigura 6, si consideri la ruota ABCD in contatto
con la curva incognita nel punto (x, %). Sia 6 'angolo
che il lato DA forma con l'orizzontale. Dopo un ro-
tolamento infinitesimo d, privo di slittamento, il
quadrato ABCD raggiungera la posizione A’B'C'D’
e il punto di contatto si spostera nel punto
(¢ + dx,y + dy). A meno d’'infinitesimi d’ordine su-
periore al primo, la lunghezza TT' del segmento 77"

( x;) _

{x+¢i-_ac,y+dy)

F1GURrA 6 — Rotolamento (infinitesimo) della ruota quadrata. d6
& amplificato per rendere piu evidente lo spostamento.
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e pari a y/da? + dy2. Allo scopo di ricavare il roto-

lamento infinitesimo d@ calcoliamo
ST ~TT" = (d = y)* + (d - (y + dy))~
—2(d —y)(d — (y +dy)) cosdf
~dy? + (d —y)(d —y — dy)de”,

dove dz? sta per (dz)®. Uguagliando alla distanza
/daZ + dy?, si ottiene

(2.6) da® + dy® ~ dy® + (d — y)(d — y — dy)dé*.

Differenziando
a
2.7 0=—
2.7) cos b = —— J’
e tenendo conto di (2.7), possiamo scrivere
2 2
d6? a dof? = ¢ def2.

syt T (- -a)(d-y)

I simboli di uguaglianza sono qui intesi a meno di
infinitesimi d’ordine superiore. Sostituendo nella
relazione (2.6), e trascurando i termini del terzo or-
dine, si ottiene

a? 5

do? = ——5——d
(d—y) —a

Da questa relazione segue subito la (2.2), da cui si
puo proseguire come nel paragrafo precedente.

3. — Velocita angolare di una ruota quadrata

Quando una ruota circolare rotola senza strisciare su
una linea rettilinea, la velocita del punto di contatto v
(in modulo) e data da

v="r0,

dove r e il raggio dellaruota e # € 'angolo che laruota
forma rispetto ad una direzione fissata (ad esempio
quella verticale, come in Figura 7). Se v € costante,
anche la velocita angolare 6 lo & (qui e nel resto del
testo il punto sovrapposto indica I'operazione di de-
rivata rispetto al tempo).

Anche quando una ruota circolare rotola senza
strisciare su una curva circolare fissa, se il punto di
contatto si muove con velocita costante sulla curva
anche la velocita angolare della ruota lo e. Il legame

FIGURA 7 - Disco su un piano

fra gli angoli delle due ruote e pari a

r+R
’

p= o,

dove R e il raggio della curva circolare fissa ed r & il
raggio della ruota (Figura 8). Conseguentemente il
legame fra le velocita angolari e dato dalla relazione
seguente:

r+R
P

o.

=

Seiraggi dei due dischi fossero uguali, ad un giro
del punto di contatto sul disco fisso corrisponde-
rebbero due giri dello stesso punto sul disco mobile.
In questo caso si avrebbe, quindi, § = 2.

3.1 — Quadrato su un disco

Nei casi illustrati in precedenza, quando il punto di
contatto si muove di moto uniforme, la rotazione
della ruota circolare e anch’essa uniforme.

Ta

R

FIGURA 8 — Disco su disco
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Si pone la questione se la stessa proprieta valga
per la ruota quadrata. Nel caso in cui un quadrato di
lato ¢ rotoli su un disco di raggio 7, rispetto al si-
stema di riferimento {G; ', %'}, solidale al quadrato
(Figura 9), la velocita angolare e pari a

= —0¢é3
ove €3 e il versore ortogonale al piano del disegno
verso chi guarda. Nel sistema di riferimento

{O;2,y}, il baricentro G del quadrato (Figura 9) e
individuato dal vettore

G-0=G-Q+Q—-P)+(P-C)+(C-0)

= [Tsine—recose+ésin9] €1

+[Tc059+r9sin0+écosé]€2,

dove ¢€; e é; sono i versori nel piano relativi agli assi x
e y. Derivando rispetto al tempo si ottiene

U(G)= [rﬁsin 0+ écos 9} 06+ [r&cos 60— %sin&] 08 .

I1 modulo della velocita del centro del quadrato e

quindi pari a
2.
v(G) = /1262 +7 6.

(3.1)

FIGURA 9 — Ruota quadrata su un disco

/2

F1cura 10 — Ruota quadrata su settori circolari di ampiezza 7/2.

Se 271 = 41, cioe se

nr

E )

il quadrato si trovera nella stessa posizione di par-

tenza dopo un giro completo intorno al disco.
In questo caso, il quadrato rotola sul disco per un

(3.2) I =

angolo di Z fino a trovarsi tangente in M (punto

medio dell’arco@, con lo spigolo A). Facendo perno
su M, che rimane coincidente con lo spigolo A, il

quadrato ruota ancora di 5 fino ad andare a posi-

zionare il lato AB tangente al disco nel punto M.
Successivamente, il quadrato rotola per un angolo
di g
lato AB, poi ancora di g arrivando ad avere lo spi-

fino a trovarsi tangente in S col punto medio del

golo B sul disco (si noti che in Figura 9, per evidenza
grafica, il rapporto fra lato del quadrato e raggio del
cerchio & amplificato rispetto al rapporto (3.2)). Di
seguito, facendo perno sullo spigolo B che rimane
T
2
con il lato BE tangente al disco. Procedendo cosi, il
quadrato torna alla posizione iniziale, dopo aver fatto
due giri.

Possiamo realizzare il moto di una ruota quadrata

fermo sul disco, il quadrato ruota di -, fino a trovarsi

su un profilo fatto di settori circolari di ampiezza g

Nell'ipotesi 2] = nr, partendo dalla posizione piu
alta, dopo un rotolamento di 8 = g, il quadrato rag-

giunge il punto A’ (Figura 10) e il suo lato e tangente
ad un nuovo settore circolare di ampiezza pari al
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1.85 T T T T T T T
1.84
1.83F
1.82

1.81F

179+
178+
1771

1.76

1.751 " P " 1 I 1 "
-0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Ficura 11 — Quota del centro della ruota quadrata che rotola su
un disco

quarto di un angolo giro, posto di seguito. Di con-
seguenza, anche utilizzando settori circolari invece
di catenarie, si puo realizzare il rotolamento di una
ruota quadrata su una successione di settori di am-

piezza g Il profilo circolare del suolo non e quello per

cui il centro del quadrato si muove mantenendosi
alla stessa quota, per cui, in questo caso, esso seguira
una curva, quella rappresentata nella Figura 11. La

quota del centro del quadrato come funzione di 6 fra

—g e _g si abbassa quando il quadrato si trova in

posizione orizzontale.

Nella Figura 11 si e ipotizzato » =1 e 2l = 7,
I'abbassamento della quota & dell’ordine del 3% della
lunghezza del raggio.

3.2 — Quadrato su una catenaria

Quando un quadrato rotola sulla catenaria invertita
data dalla formula (2.4), indicando con C il centro
istantaneo di rotazione del quadrato, per la velocita
(in modulo) del centro del quadrato G troviamo I'e-
spressione

— a x X
33) v(G)=0lG=ow 5 (exp<6) + exp(—6)),
dove x e I'ascissa del punto di contatto C ed w ¢ la
velocita angolare incognita del quadrato (Figura 12).
Il punto G si muove mantenendosi alla stessa quota e
la sua velocita e pari a

(3.4) ¥(G) = id.

D’altronde, G ruota intorno al centro istantaneo di
moto C e quindi

(85) ¥(G) =dA(d—y(x))ez = —w(d—y(x)e,

dove y(x) e la funzione che rappresenta la catenaria
invertita (2.4). Dal confronto fra le relazioni (3.4) e
(3.5) si ottiene

i
2 (exp(¥) + exp(—£)) -

Possiamo eliminare & imponendo il vincolo che il
punto C si muova sul profilo con velocita uniforme,
ovvero s(x)/t = v = costante, dove s=s(x) e la
lunghezza del tratto percorso lungo il profilo, a
partire dal vertice, lunghezza data da

=5 (on(Z) -om(-))

Derivando s(x(t)) = vt rispetto al tempo si ha

(o0 () rew(-5))e =

e, sostituendo, si ottiene infine

v

(3.6)

w=—

(3.7) w=—

2x

e+ exp- %“))2 |

in funzione della coordinata x del punto di contatto C.

Finora abbiamo imposto che fosse costante la
velocita del punto di contatto sul profilo della cate-
naria invertita. Ora invece imponiamo che la velocita
& sia costante, cioé che il centro della ruota quadrata

Ficura 12 — Ruota quadrata su una catenaria

152

GIOVANNI FROSALI - PAOLO MARIA MARIANO



8i(exp(2x)+exp(-2x))*
4/(exp(2x)+exp(-2x

0.8 . . . : . . .
0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

FIGURA 13 - Grafici delle velocita angolari

si muova mantenendosi alla stessa quota e con ve-
locita uniforme. Sia wé; la velocita di G. Dalla for-
mula (3.6) si ottiene

4w

(e (7) renl(-7))

Al fine di mettere in luce la differenza fra i due casi,
nella Figura 13 sono riportati gli andamenti dei
moduli delle due velocita angolari dati dalle espres-
sioni (3.7) e (3.8). Nella rappresentazione grafica, [, v
e w sono adimensionali, con valori pari a 1.

(3.8) w=—

4. - Ruote a forma di poligono regolare

I risultati precedenti possono essere generalizzati al
caso di una ruota a forma di poligono regolare, con

2n lati di lunghezza . L’apotema a,, del poligono, che
corrisponde al raggio della circonferenza inscritta, e
pari a
ay, = écot% .

Considerati un sistema di riferimento fisso {O; x, v}
e uno mobile {G; ', y'}, indicati in Figura 14 per un
esagono, si puo determinare la quota h, nel caso
generale di una ruota poligonale, corrispondente a
%(0) nel sistema di riferimento scelto. Essa e data
dalla differenza fra la quota del centro di massa e
I'apotema:

1-— cosi
[ 1 {
4.1) J =y(0) =5 — —n =5 | n2n
2 gin— 2 sin —
2n 2n

Nel caso di una ruota quadrata, cioe per n =2, la
distanza hg, secondo la relazione (4.1), e pari a

- (v2-1).
2

Tornando al poligono di 2n lati, poiché le ruote
rotolano senza slittare, il segmento percorso dal
punto di contatto sul lato del poligono, a partire dal
punto piu alto in x =0, ha lunghezza s pari a
aytan 0, con 6 'angolo di cui e ruotato il poligono
prima di toccare il suolo col vertice A. Essa deve
essere inoltre uguale alla distanza percorsa dal
punto di contatto sulla curva y = y(x) che definisce
il suolo, lunghezza data da

sto) = | 1yt

y=y’ y
D
D C
E C
G x’ *
E B 1
a h F d
x!

F A / X

0 A -

FicurA 14 - Ruota esagonale
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11 segmento sul poligono, poi, &€ tangente alla
curva che descrive il suolo ed e quindi tale che

y'(x) = —tan 6,

(Figura 14 con 0 < 0 < %). Di conseguenza, ugua-

gliando le distanze percorse, si ha

s(x) = /0m V14967 dé = aytan 6 = —a, o (),

ovvero

%ymz—Aﬂh+w&M.

Differenziando, si ottiene

a,y'(w) = —\/1+ 9 (x)%,

equazione che puo essere innanzitutto riscritta, po-
nendo 7(x) = %'(x), in modo da darle la forma

(@) = =1+ 0P

che e facilmente integrabile per separazione di
variabili. Tenendo conto, infatti, che, per x =0,
n(0) =4'(0) = 0, si ha

x

Sil’lh_lﬂ —ginh™0= -2 ,
a/ﬂ

per cui

Y (x) = _sinh :

Qp,

RN

ove h,, € la quota del vertice della curva incognita, e
quindi
x x
y(x) =h, + ay, — a, cosh —=d— a, cosh —.
y, y
L’ascissa del punto dove si annulla la curva y(x) si
ottiene dall’equazione

x
a, cosh —=h, + a,,
y,

cioe, scegliendo la soluzione positiva,

2
m:anln<1+@+ h—g—i-%%).
Qy,

n Qn

Pertanto, se il poligono ruota di un angolo pari a 2z
rotolando su un terreno il cui profilo e descritto da 2n
catenarie invertite (Figura 15), il suo centro per-
corre una distanza pari a

2
Dn:4nanln<1+2—”+ @jt%) )
n

Nel seguito consideriamo fissato 'apotema a,, = a per
ogni %, per cui al crescere del numero dei lati la lun-
ghezza del lato relativo tendera a diminuire. Quindi se
si valuta il limite per n» — +o0, tenendo conto che la
lunghezza del lato generico tende a zero come

Vi
=2 —
Iy a tan o

e che h,, — 0 come

si ottiene

F1GuraA 15 — Giro completo di una ruota esagonale
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La ruota poligonale tende a una ruota circolare di
raggio a, come era intuitivo aspettarsi.

5. — Ruote non poligonali

In generale si puo pensare anche a ruote di forma
diversa da quella di un poligono regolare, ruote che
abbiano forme simmetriche rispetto a un centro in-
torno al quale siano libere di ruotare. E di nuovo si
puo ricercare un profilo del terreno su cui tali ruote
possano rimanere in contatto puntiforme, senza
scivolare. Dal punto di vista della cinematica si dovra
richiedere che il centro della ruota rimanga alla
stessa quota e che la ruota si trovi punto per punto
tangente al profilo. Comunque sia, pero, la rea-
lizzazione tecnica di una bicicletta siffatta comporta
vari problemi meccanici la cui descrizione esula dallo
scopo di questa nota.

Possiamo, inoltre, affrontare una specie di
problema inverso a quello della ruota poligonale,
pensando di fissare il profilo del suolo e di cercare
la forma della ruota adatta a muoversi su di esso
nelle condizioni sin qui considerate. Ad esempio, se
il profilo del terreno fosse costituito da lati di
quadrati, fosse cioé a zig-zag, determinato da
mezzi quadrati, una ruota ad esso adatta avrebbe
quattro petali, ciascuno formato da due meta di
catenarie invertite discusse nei paragrafi prece-
denti (Figura 16).

Ripetiamo questa costruzione anche nel caso di
terreni il cui profilo sia costituito da porzioni di po-
ligoni regolari. La Figura 17 mostra una ruota co-
struita con petali fatti da semicatenarie invertite,
ricavate dal rotolamento di un esagono regolare.

F1GURA 16 — Terreno a zig-zag

FIgura 17

6. — Note ulteriori

E cosi parrebbe d’essere giunti alla fine, lasciando
Panalisi di altri casi particolari al lettore volen-
teroso e curioso, armato di strumenti elementari
del calcolo, quelli che fin qui abbiamo usato, e
corroborato da fantasia costruttiva. Non e altro
che una parvenza, pero, perché tutto quanto noi
abbiamo mostrato nelle pagine precedenti & solo
I'inizio.

Le ruote sono due, si sa, cosl com’@ noto che su
quell’'unica che abbiamo considerato c¢’e¢ un telaio
che la lega all’altra, e per quanto questo possa con-
siderarsi rigido con buona approssimazione, giusto
con la possibilita di far ruotare il manubrio, di sicuro
non e rigido il ciclista, il cui movimento assicura
stabilita del moto con riassestamenti del corpo, e
determina la forza motrice attraverso la spinta delle
gambe. Di forze, sin qui, non abbiamo discusso mala
loro presenza e inevitabile quando si voglia de-
scrivere la dinamica della bicicletta in maniera che
si possa ritenere accettabile per la nostra perce-
zione fisica.

Le questioni geometriche connesse a quel moto
sono molteplici. Non ultime sono la relazione avan-
treno-retrotreno-ruote e la rappresentazione della
deformazione di ciclista e ruote. Tutta questa geo-
metria diventa meccanica non appena consideriamo
le interazioni tra tutti questi elementi e aggiun-
giamo le informazioni che specificano i materiali
coinvolti e il tipo di contatto ruota-terreno. Que-
st’'ultimo non & puntiforme, come abbiamo sche-
matizzato finora, anche se poi si sviluppa su un’area
molto piceola, ma comunque di dimensione finita, un
aspetto che influenza il moto e, soprattutto, la sta-
bilita del moto stesso.
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Se lanciamo su un piano una bicicletta a ruote
circolari, lasciandola a se stessa fino a quando non
cada, adagiandosi al suolo, e osserviamo il sistema
dinamico transitorio, emerge complessita anche solo
in termini di scelta di uno schema tipo d’Alembert-
Lagrange che possa descrivere quel moto quando si
voglia considerare I'attrito ruota-terreno e la sensi-
bilita alle fluttuazioni del sistema avantreno-retro-
treno, correlata al manubrio. D’altra parte, la stessa
ipotesi di contatto privo di scivolamento e sem-
plificativa in alcune circostanze, come quelle che
coinvolgono un fondo bagnato.

Ancora piul complessa e la descrizione della bici-
cletta con ciclista, un corpo deformabile in grado di
esercitare controllo sulla bicicletta con azioni interne
al sistema stesso —il che vuol dire evitando di posare
uno o entrambi i piedi per terra, o una mano su un
muro o altro — oppure, al contrario, dovute proprio
all'interazione con 'ambiente.

Occuparsi di questi aspetti di controllo espone
all'incontro con problemi analitici e geometrici
perfino avvincenti, di certo non affrontabili con gli
strumenti elementari che hanno sostenuto le con-
siderazioni raccolte nelle pagine che precedono
quest’ultimo paragrafo. La teoria dei sistemi di-
namici, la geometria delle strutture di contatto e la
teoria delle equazioni alle derivate parziali sono
settori della matematica coinvolti nell’analisi della
meccanica della bicicletta, molto piu ricca di quello
che appare un modestissimo estro meccanico a una
prima occhiata, perfino affettuosa, come fu quella di
Gianni Brera.

D’altra parte, tutta 'evidenza fenomenologica
che ci circonda racchiude potenzialmente non
banale ricchezza matematica. Essa stessa, la
matematica, emerge dalla nostra istintiva ten-
denza alla catalogazione interpretativa degli
eventi del mondo. E possiamo ritenere che sia
proprio quest’aspetto a determinare 'efficacia
della matematica nella descrizione dei fenomeni
naturali. D’altra parte, cio che rappresentiamo in
termini matematici non e proprio la natura in sé
ma, essenzialmente, cio che di essa osserviamo e
immaginiamo. [’analisi di questi aspetti, pero, ha
bisogno di uno spazio e di una profondita che
sfuggono allo sforzo fatto per raccogliere queste
poche note; per cui, non senza serenita, scegliamo
di fermarei qui.
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