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Sommario: In questa rassegna vengono richiamati i modelli matematici alla base dell’epidemiologia
matematica e vengono presentati alcuni modelli recenti di epidemiologia comportamentale, che permettono di
rappresentare il processo decisionale che sta alla base della scelta di vaccinare. Verranno considerati a tale scopo
modellr di tipo SIRV (Suscettibili — Infetti — Rimosst — Vaccinati) in cui la frazione di popolazione vaccinata p(t)
puo dipendere da processi di imitazione (come in teoria dei giochi) o dalle informaziont (passate e presenti)
disponibili. Infine verra discusso un problema di controllo ottimo che permette di identificare il profilo temporale
delle strategie di persuasione a vaccinare che le autorita sanitarie possono esercitare.

Abstract: In this review, we recall the basic models of mathematical epidemiology and present some of their
recent advances i the context of behavioral epidemiology. Such new models allow to mathematically represent the
decision-making process ruling the immunization choices. In particular, a SIRV (Susceptibles — Infectious —
Removed — Vaccinated) model is considered, where vaccine uptake levels can depend on imitation processes (as in
game theory) or on the (past and present) available information about the disease status. Finally, an optimal
control problem is discussed in order to identify the temporal profile of persuasive campaigns for vaccination that

public health systems can implement.

Parole chiave: Modelli SIR — epidemiologia comportamentale — controllo ottimo

1. — Introduzione

La diffusione di malattie infettive e un’emergenza
da fronteggiare con tutte le risorse possibili. I
modelli matematici rappresentano uno strumento
importante per lo studio delle epidemie, fornendo
previsioni sullo sviluppo del contagio e indicazioni
sulle strategie di intervento. La modellizzazione
matematica oggi e di supporto alle decisioni delle

Accettato: il 16 maggio 2018.

autorita sanitarie riguardanti il controllo sia di ma-
lattie tradizionali ed endemiche (come il morbillo e le
influenze stagionali), sia di infezioni emergenti e
riemergenti (come 'AIDS, la SARS, ’Ebola).

E ben noto che la diffusione di una malattia
infettiva e veicolata soprattutto dai contatti tra gli
individui, che sono tanto pitt numerosi quanto piu la
popolazione e densa; la densita quindi aumenta le
possibilita di infezione. Per alcune malattie esistono
protocolli di gestione che prevedono misure di pre-
venzione (come ad esempio la vaccinazione). Per
altre malattie emergenti (poco note) si tenta un
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controllo con isolamento dei casi accertati e quaran-
tena dei sospetti infetti, per diminuire la possibilita
di trasmissione. In entrambi i casi, tuttavia, 'effet-
tivo suceesso dei protocolli di intervento si basa su
un fattore chiave per molti anni trascurato dai
modelli matematici: il comportamento umano. Difat-
ti, laddove le misure da adottare per contrastare
un’epidemia sono su base volontaria, le scelte indi-
viduali possono influire anche in maniera decisiva
sulla trasmissione delle infezioni.

In questo contesto, gioca un ruolo fondamentale
la scelta della immunizzazione, inevitabilmente in-
fluenzata dall'informazione corrente e/o passata
sulla malattia e dai potenziali rischi e benefici
derivanti dalla vaccinazione. Si pensi ad esempio a
quanti genitori decidono di non vaccinare i propri
figli per evitare effetti collaterali al vaccino, con-
tando invece sull'immunita di gregge. Questo ed
altri meccanismi pseudo-razionali minacciano di
fatto il raggiungimento di un’adeguata copertura
vaccinale e preoccupano sempre piu le autorita
sanitarie dei Paesi con regimi di immunizzazione
volontaria. Per tale motivo, a partire dai primi anni
2000 é stata introdotta 'epidemiologia comporta-
mentale delle malattie infettive [22], allo scopo di
integrare nei modelli epidemici il ruolo giocato dal
comportamento umano.

In questo articolo verranno dapprima brevemen-
te descritti in modo elementare i principali modelli
matematici che costituiscono la base dell’epidemio-
logia matematica [2, 21, 26]. Tali modelli verranno
poi estesi secondo due approcci tipici dell’epidemio-
logia comportamentale in grado di catturare i mec-
canismi che governano il processo decisionale di
vaccinare. Infine si presentera un’applicazione della
teoria del controllo ottimo per individuare il profilo
temporale delle strategie di persuasione a vaccinare
che le autorita sanitarie possono esercitare.

2. — Il modello di Bernoulli per il vaiolo

La storia dei modelli matematici epidemiologici inizia
pit di 250 anni fa con Daniel Bernoulli (1700-1782),
fisico e matematico francese, che presento la prima
trattazione teorica del problema della diffusione del
vaiolo. Nei primi anni del Settecento (1712/14) la
progenie del Re Sole (Luigi XIV) era stata stermi-

nata da questa malattia (che fece trale vittime Maria
Adelaide di Borgogna e suo marito; suo figlio Luigi e
il duca di Berry), quindi il problema era di grande
attualita. Una possibile strategia per contrastare la
diffusione del vaiolo era all’epoca rappresentata
dalla cosiddetta vaiolizzazione (in auge prima della
vaccinazione che ebbe inizio dagli studi di Jenner
[20] del 1798 [2]) che consisteva nell'inoculare, nel
soggetto da immunizzare, materiale infetto preleva-
to da soggetti malati. Nel saggio [4] del 1760, Ber-
noulli volle mostrare i vantaggi che conseguono da
tale sorta di “vaccinazione” preventiva e, a questo
scopo, si servi di un’argomentazione di tipo mate-
matico.

I1 lavoro di Bernoulli, di cui qui presentiamo una
breve e semplificata rivisitazione [2], si basa sull’'idea
di confrontare I'evoluzione nel tempo di una stessa
coorte di individui in due casi:

1. la coorte e composta da individui vaccinati alla
nascita e quindi immuni, esposti solo alla mor-
talita demografica;

2. la coorte e composta da individui non vaccinati,
esposti al contagio e alla conseguente morta-
lita, oltre che a quella demografica.

Nel caso 1., se siindica con N (¢) il numero di individui
sopravvissuti fino all’eta t e Ny il numero di individui
al tempo iniziale, cioé i neonati, la legge che deter-
mina I'evoluzione della variabile di stato N (t) risulta
di tipo malthusiano

N(t)=-mN(t), N(0) =Ny,

dove la notazione con punto in alto indica la derivata
rispetto a . In tale equazione, m € il tasso pro-capite
di mortalita naturale, ossia per cause non dipendenti
dall’epidemia, che viene supposto costante.

La soluzione

1) N(t) = Noeap(—mt)

prescrivera un’estinzione della coorte tanto piu ra-
pida quanto piu e alto il tasso di mortalita m.

Nel caso 2. considerato da Bernoulli, la coorte e
esposta al contagio ed e possibile suddividere gli
individui in due compartimenti:

e i suscettibili, ossia gli individui sani che pos-
sono contrarre linfezione, il cui numero dei
sopravvissuti fino all’eta ¢ e rappresentato dalla
funzione S(t);
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e gli immunizzati, ossia coloro che hanno con-
tratto l'infezione e sono sopravvissuti, svilup-
pando immunita alla malattia, la cui numero-
sita in riferimento all'eta ¢ sara data dalla
funzione R(t).

In questo caso, oltre alla mortalita naturale (di
tasso specifico m), occorre tener conto del processo
di contagio e della mortalita indotta dalla malattia.
Indicati con c il tasso pro-capite di contagio e con M
la probabilita di mortalita per la malattia (1 — M sara
quindi la probabilita di sopravvivenza), il modello
matematico sara descritto dal seguente sistema di
due equazioni differenziali per I'evoluzione delle
variabili di stato S, R:

S(t) = —mS(t) — eS(t)
2)

R(t) = —mR(t) + c(1 — M)S(2),
con dati iniziali S(0) = Ny > 0, B(0) = 0 (all'istante
iniziale non vi sono individui immunizzati perché la
coorte non ha ancora sperimentato la malattia).

La soluzione della prima equazione & ancora una
curva esponenziale e predice che i sani suscettibili si
estinguono con velocita data dalla somma dei tassi di
mortalita naturale e di contagio, maggiore di quella
considerata nel caso 1.

L’evoluzione del numero totale di individui so-
pravvissuti fino all'eta ¢, N(t) = S(t) + R(t), pre-
scritta dal sistema di equazioni precedente risulta
data dalla seguente funzione:

(8)  N(t) = Noewp(—mt)[L — M(1 — eap(—ct))]

caratterizzata da una piu veloce decrescita a zero
rispetto al caso considerato nello scenario 1. Dal
confronto di (1) e (3), possiamo notare che I'evolu-
zione (ideale) della coorte isolata (vaccinata) durante
la malattia e quella della coorte esposta al contagio
sono tanto piu simili quanto pit piceoli sono M e c.

L’andamento di N in funzione dell’eta t, per due
diversi valori del tasso di contagio ¢, e riportato in
Figura 1 e confrontato con il corrispondente anda-
mento nel caso 1.

Il confronto tra i due scenari costituisce per
Bernoulli un’argomentazione a supporto della vaio-
lizzazione; in proposito, nel saggio del 1760, egli
scriveva “[...] mi auguro solo che in una questione
che riguarda cosi da vicino il bene dell'umanita, si

scenario 1
scenario 2, ¢ = 1/8 anni~!

snsnnnnnnn scenario 2, e =2 anni~!

0 20 40 60 80 100
eta (anni)

Fig. 1. — Modello di Bernoulli: andamento del numero totale di
individui sopravvissuti in funzione dell’eta nello scenario 1 (linea
grigia), e nello scenario 2 per ¢ =1/8 anni~! (utilizzato da
Bernoulli [2], linea nera continua) e per ¢ = 2 anni~! (linea nera
puntinata). Valori fissati dei parametri: M = 1/8 (da Bernoulli
[2]), m = 1/50 anni~!, Ny = 1300.

decida con la piena consapevolezza che un po’ di
analisi e di calcolo possono fornire”.

Le argomentazioni di Bernoulli furono criticate
da d’Alembert poco dopo, in particolare per quanto
riguarda I'assunzione dell'indipendenza dall’eta de-
gli individui del tasso di contagio e della probabilita
di mortalita indotta dalla malattia. D’Alembert pro-
pose allora un modello alternativo, dando inizio a una
famosa disputa tra i due scienziati (per approfondi-
menti si veda [2, 6, 12, 14]).

3. — Il modello di Kermack e McKendrick

Il modello di Bernoulli segna I'inizio della epidemio-
logia matematica. Per assistere al pieno coinvolgi-
mento della modellizzazione matematica nelle que-
stioni epidemiologiche bisogna pero attendere I'ini-
zio del secolo scorso. Il passo decisivo si compie negli
anni intorno al 1920, definiti la Golden Age della
Biologia teorica, con la modellizzazione matematica
della malaria da parte di Ronald Ross (premio Nobel
per la Medicina nel 1902) e con il modello SIR di
Kermack e McKendrick del 1927, modello matema-
tico generale compartimentale che sta alla base di
tutta la modellistica, anche piti recente, per lo studio
delle epidemie [21].
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Come curiosita, segnaliamo che in tempi recenti
tale modello compartimentale & stato anche impie-
gato come base per studiare la dinamica di popola-
zioni che subiscono I'attacco da parte degli zombie,
un tema caro alla filmografia moderna e al mondo dei
fumetti [25].

II modello SIR prende nome dai tre comparti-
menti in cui viene suddivisa la popolazione totale:

e S: suscettibili, cioe i sani che possono essere
infettati dalla malattia;

e [: infetti, cioé coloro che hanno contratto la
malattia e possono trasmetterla,

e R: rimossi, ossia coloro che, dopo essere stati
malati, non sono piu infetti perché guariti e im-
munizzati, oppure in quarantena, oppure dece-
duti.

Si considera inoltre il singolo episodio epidemico, il
quale si svolge in un arco temporale sufficientemen-
te breve da giustificare I'ipotesi che durante I'epi-
demia la popolazione non si riproduca e la causa
prevalente di morte sia proprio la malattia.

Le altre assunzioni alla base del modello SIR
sono:

e lapopolazione &€ omogenea (ossia si tralasciano
le differenze di sesso, di eta e di localizzazio-
ne spaziale), isolata e la numerosita totale
S(t) +1(t) + R(t) = N e costante nel tempo;

e non vi e incubazione per il morbo, il contagio e
I'eventuale immunita sono istantanei;

e il meccanismo di contagio non é influenzato dal
calo della popolazione attiva (che esclude cioe
gli individui deceduti a causa della malattia);

e tutti gli individui infetti sono ugualmente con-
tagiosi, cioe I'infettivita non dipende da quanto
tempo e passato dal momento in cui I'infezione
e stata contratta.

Chiaramente queste ipotesi determinano una de-
scrizione approssimata e grossolana della diffusione
di un’epidemia, perd sono accettabili entro certi
limiti. L’'impostazione della legge di evoluzione dei
tre compartimenti si compie definendo il modo in cui
gli individui si ammalano e guariscono, secondo un
percorso individuale che puo essere descritto dallo
schema mostrato in Figura 2.

St B> 1) —v— AW

Fig. 2. — Schema del modello di Kermack e McKendrick.

In questo schema, il termine (I rappresenta la
cosiddetta forza di infezione, cioe il tasso pro-capite
secondo cui gli individui suscettibili diventano infet-
tivi, che e qui assunto proporzionale al numero di
individui infetti /(¢) con costante di proporzionalita
3, detta tasso specifico di infezione. 11 coefficiente ,
detto tasso di rimozione, denota il tasso pro-capite
secondo cui gli infettivi escono dal processo di infe-
zione in quanto guariti e immunizzati o ospedalizzati
o deceduti a causa dell'infezione.

In realta, una formulazione piui generale della
forza di infezione g(t) e data da:

(4) g(t) = Tl(t),

dove 3(N) puo dipendere dalla densita della popo-
lazione e rappresenta il numero di contatti efficaci
nellunita di tempo. Nel modello in esame si &
assunto che (G(N) cresca proporzionalmente alla
numerosita della popolazione N, cioé 3(N) = 3N, e
il relativo meccanismo di infezione prende in tal caso
il nome di (pseudo) mass action. Tuttavia, una
formulazione piu realistica sulla base delle evidenze
sperimentali corrisponde a supporre che 3(N) = (8
sia costante e di conseguenza g = BI/N. In questo
caso il relativo meccanismo di infezione e detto true
mass action (per approfondimenti si veda [18]).

Le equazioni differenziali che descrivono i mec-
canismi sopra descritti e portati in conto dal modello
SIR risultano allora le seguenti:

S(t) = —BSMI()
(5) 1(t) = BS@BI(t) - (2)

con condizioni iniziali assegnate S(0) > 0, (0) > 0,
R(0) > 0.

Gli andamenti delle soluzioni del sistema, con-
frontati con i dati osservati relativi ad epidemie
passate, mostrano che il modello ben si adatta a
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situazioni reali, ma il fatto pit interessante e che
esso permette l'identificazione di parametri chiave
che caratterizzano le epidemie. In particolare gioca
un ruolo fondamentale il rapporto tra il tasso di
rimozione v e il tasso di infezione [, detto soglia
epidemiologica S* = /(. Riscrivendo la seconda
equazione in (5) come

I(t) = (5S(t) = NI(),

segue immediatamente che all'istante iniziale
1(0) > 0 < S(0) > S*.

Inoltre, dalla prima equazione in (5), S(t) < S(0)
per ogni t. In altre parole, comunque si scelgano 3 e
~ positivi, gli andamenti qualitativi nel tempo sono
sostanzialmente di due tipi: se il numero iniziale S(0)
senza generare nuovi infetti e con conseguenze
limitate (Figura 3, pannello A); se invece il numero
iniziale S(0) di suscettibili e superiore a S*, la
malattia si propaga fino a raggiungere il picco
dell'infezione, per poi tendere all’estinzione (Figura
3, pannello B). In ogni caso, si puo dimostrare che
alla fine dell’epidemia non tutti i suscettibili iniziali
sono stati infettati, cioe S(¢) si avvicina asintotica-
mente a un valore limite, S, strettamente positivo,
come e evidente in Figura 3.

Tale comportamento a soglia puo essere caratte-
rizzato equivalentemente introducendo il rapporto

(A)

1200 f

1000 |
= 800 | 1
i S
= 600 | 1
(%]

400 t

200 t

0

0 20 40 60 80 100 120
tempo (giorni)
S(t) 1(t)]

S(0)/S*; se tale rapporto e inferiore a 1, allora la
malattia si estinguera, se e superiore a 1 ’epidemia
raggiungera il picco di infezione.

Supposto 7(0) ~ 0, come e ragionevole che sia
all'inizio dell’epidemia, il rapporto S(0)/S* diventa:

© 2w -RrO).

Tale formulazione mostra pitu chiaramente che gli
individui che sono inizialmente immuni dalla malat-
tia (quantificati da £(0)) agiscono come una barriera
nella diffusione dell'infezione, rallentando o impe-
dendo la trasmissione della malattia e proteggendo
gli altri individui (il cosiddetto fenomeno dell’immu-
nita di gregge). In generale, 'immunita di un indi-
viduo puo essere acquisita in conseguenza a una
infezione naturale o attraverso mezzi artificiali, co-
me la vaccinazione, che discuteremo piu in dettaglio
nel seguito.

L’esempio precedente mostra l'esistenza di un
parametro, cruciale per i modelli epidemiologici, il
cui valore determina la possibilita di diffusione del-
I'infezione. Tale parametro, per la prima volta notato
da Kermack e McKendrick [21], & detto numero
riproduttivo di base, si indica universalmente con
Ry e rappresenta il numero di nuovi casi prodotti da
un individuo infetto, nel corso della sua malattia, in
una popolazione tutta suscettibile. R e, per definizio-
ne, un parametro soglia in grado di stabilire se

(B)
1200
1000 t
< 800t
b
< 600 f
9]
400 | \
200 | 1
SN— S
0

0 20 40 60 80 100 120
tempo (giorni)

Fig. 3. — Modello SIR: andamenti di suscettibili e infetti in funzione del tempo per S(0)/S*= 0.9 (pannello A) e S(0) /S*= 2 (pannello B).

Valori dei parametri: v = 1/8 giorni~!, S(0) = 1300, 1(0) = 300.
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Fig. 4. — (tratta da [27]). Stime del numero riproduttivo effettivo Rr per 'epidemia di Ebola nel periodo Marzo-Agosto 2014
nell’Africa occidentale (A), in Guinea Bissau (B), in Sierra Leone (C), in Liberia (D).

I'infezione sara in grado di esplodere e I'epidemia
invadera la popolazione (Ry > 1), oppure la malattia
si estinguera con conseguenze limitate (R < 1).
Nell'ipotesi che la popolazione totale (costante) N
sia quasi del tutto formata da individui suscettibili
(ossia N ~ §(0)), si definisce per il modello SIR:

_BN

(7) Ro 5

Inoltre, si definisce numero riproduttivo effet-
tivo:

S@).
0 N )
ed e un parametro che segue nel tempo I’epidemia.
I1 valore di quest’ultimo, confrontato con 1, indica

ad ogni istante temporale se I'epidemia va verso
I'estinzione oppure sta dilagando.

(8) Re(t) =R

Per il modello SIR si ha Rg(t) = S(t)/S*, che al
tempo 0 diventa Rz(0) = S(0)/S*, proprio il rappor-
to discusso in precedenza. Poiché, in questo caso,
RE(t) <Rg(0), si ritrova che la condizione S(0)/S* <1
assicura l'estinzione dell’epidemia senza generazio-
ne di nuovi infetti.

In ogni modello epidemiologico si puo definire in
modo opportuno il numero riproduttivo di base e di
conseguenza quello effettivo. Anche nella devastan-
te epidemia di Ebola diffusasi in Africa Occidentale
nel corso del 2014 sono stati caleolati sia i valori
effettivi di Ry che quelli stimati [27] (sulla base di
modelli deterministici e probabilistici) e cio ha per-
messo di dare indicazioni sull’andamento dell’epide-
mia nei vari Paesi interessati al problema; in Figura
4 possiamo osservare che il numero riproduttivo di
Ebola in Africa Occidentale e stato oscillante, a volte
e stato prossimo a 2, ma e risultato sempre maggiore
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di 1 fino alla fine di Agosto 2014, quando effettiva-
mente I'epidemia era tragicamente ancora in fase di
espansione.

Compito delle autorita sanitarie & attuare strate-
gie che cerchino di ridurre Rz (0 Ro) sotto la soglia
critica 1, anche con il supporto dei modelli matematici.
Nel caso del modello SIR, R g € definito da (8), con R
dato da (7), ed e direttamente proporzionale al tasso
di infezione e inversamente proporzionale al tasso di
rimozione. Di conseguenza, possibili strategie per
ridurlo consistono nel diminuire il tasso di infezione
(3 tramite vaccinazione, profilassi, misure di preven-
zione, quali chiusura di scuole e luoghi pubblici,
riduzione degli spostamenti, .. ., oppure nell’aumen-
tare il tasso di rimozione ~ tramite I’'aumento dell’ef-
ficienza delle misure di sorveglianza e controllo (ospe-
dalizzazione, isolamento, quarantena, .. .).

4. — Dal modello SIR al modello SIRV

IImodello SIR di Kermack e McKendrick e nella sua
semplicita una base solida su cui si reggono tutt’oggi
la maggior parte dei modelli matematici di tipo
compartimentale.

Tuttavia, tale modello, predicendo in ogni caso
'estinzione dell’infezione, non e in grado di portare
in conto 'eventuale endemicita della malattia. L’en-
demicita e la capacita di una malattia di persistere
per lungo tempo in una popolazione e pertanto
costituisce una grave minaccia alla salute pubblica.

Tra i possibili modi di estendere il modello SIR in
questa direzione, quello pill naturale é considerare la
demografia, ossia processi di immissione di nuovi in-
dividui nel sistema in modo che la popolazione dei
suscettibili possa ricostituirsi dopo un’epidemia. Al-
larghiamo quindi I'orizzonte temporale, che non € ne-
cessariamente limitato al singolo episodio epidemico.

Matematicamente, introduciamo le seguenti ipo-
tesi:

e la popolazione e non chiusa, ossia vi € un input

(natalita) e un output (mortalita);

e gli individui che entrano nel sistema appar-
tengono al solo compartimento dei suscettibili,
mentre escono dal sistema, a seguito di morte
naturale, gli individui di tutti i compartimenti;

e i tassi di natalita e mortalita pro-capite sono
assunti costanti e coincidenti, essi sono indicati
con la lettera m.

Tale modello e descritto dal seguente sistema di
equazioni differenziali:

S(t) = mN — BS(t)I(t) — mS(t)
9) 1(t) = BS()I(t) — AI(t) — mI(t)
R(t) = ~I(t) — mR(t),

ed e detto modello SIR con dinamica vitale stazio-
naria. Dalla somma delle equazioni in (9) si osserva
che la popolazione totale N e costante nel tempo,
questo in virtu dell’aver scelto coincidenti i tassi di
natalita e mortalita.

Il numero riproduttivo di base specifico per que-
sto modello e:

BN
(10) Ro = e
Tale quantita discende direttamente dalla definizione
epidemiologica di Ry data nella sezione precedente.
Infatti, possiamo notare che: 3 & il tasso di infezione,
N rappresenta la totalita di coloro che possono con-
trarre la malattia in una popolazione interamente
suscettibile e 1/(m + ) esprime il tempo di perma-
nenza nel compartimento degli infetti /.

Ancora una volta la condizione di soglia Ry < 1 &
sufficiente a garantire l'estinguersi della malattia.
Viceversa, per Ry > 1, dopo la fase di invasione, non
e detto che l'infezione torni a scomparire, come visto
per il modello di Kermack e McKendrick. Anzi, si
dimostra che la malattia rimarra endemica, o, mate-
maticamente parlando, il sistema (9) ammette uno
stato di equilibrio endemico, globalmente attrattivo
[29]. Inoltre, si osservera un alternarsi di fasi epide-
miche, seguite da epoche di ricostituzione demogra-
fica, il che ben si adatta alla storia naturale di molte
malattie infettive [29].

Per creare le condizioni per evitare 'endemicita
di una malattia, e efficace il ricorso alla vaceinazione.
Consideriamo pertanto un’estensione del preceden-
te modello SIR con dinamica vitale che tenga conto
della possibilita per gli individui suscettibili (cioe i
sani esposti al contagio) di essere immunizzati alla
nascita per mezzo di un vaccino efficace al 100% e
che conferisca un'immunita permanente per tutta la
durata della vita.

Vedremo che, quando almeno una parte critica
(detta soglia per 'immunita di gregge) della popo-
lazione € immune, la malattia potrebbe non persi-
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stere piu, cessando di essere endemica. Per questio-
ni di brevita, in questa rassegna discuteremo solo il
caso in cui il vaccino sia somministrato esclusiva-
mente ai nuovi nati. Cio ben si adatta alle malattie
pediatriche, come il morbillo, la varicella, la polio, la
parotite, ecc, che ricoprono un ruolo di particolare
interesse per i sistemi sanitari. D’altra parte da
questo schema restano escluse altri tipi di infezione
non di minore rilevanza come I'influenza stagionale o
malattie emergenti e riemergenti (AIDS, malaria,
dengue, tubercolosi, ...).

I1 modello elementare che andiamo a presentare,
nonostante la sua semplicita, riesce a catturare
alcuni meccanismi chiave del legame tra vaccinazio-
ne e trasmissione dell’infezione. Schematicamente,
le ipotesi aggiuntive rispetto al modello (9) sono:

e una frazione costante p € (0, 1] dei suscettibili
€ vaccinata alla nascita;

e gli individui vaccinati godono di immunita
permanente. Essi vanno a formare un nuovo
compartimento (etichettato con la lettera V):
dal modello SIR si passa al modello SIRV.

Con l'aggiunta di tali ipotesi, il modello (9) si modi-
fica come segue:

S(t) = mN(1 — p) — BSH)I(t) — mS(t)
) _I'(t) = BS()I(t) —AI(t) —mI(t)

R(t) = AI(t) — mR(t)

V(t) = mpN —mV ()

Essendo la popolazione totale N costante nel tempo,
lo studio del sistema si puo ridurre alle sole prime tre
equazioni, avendosi V(t) = N — S(t) — I(t) — R(?).

Poiché p # 0, cioe é presente un’immunita acqui-
sita, allora la popolazione non puo essere interamen-
te suscettibile. In tal caso la soglia che riesce a
garantire I'eradicazione della malattia e:

(12) Ry =Ro(1—p) =1,

e cioé e il prodotto tra R, dato da (10) e la frazione di
neonati non vaccinati. Difatti, se una porzione co-
stante di neonati e vaccinata ad ogni istante ¢, il
rimanente numero di individui suscettibili sara
S(t) < (1 — p)N, e conseguentemente:

Re(t) <Ry

R0=4

— Trasmissione

= === No trasmissione

SRR O Suscettibile
B Vaccinato o O
@) O Oo
0
T oa o
@) oy

Fig. 5. — Trasmissione di un’infezione su 3 generazioni, assu-
mendo Ry = 4. Pannello A, trasmissione in una popolazione
totalmente suscettibile. Pannello B, trasmissione in una popo-
lazione immune per 3/4.

per ogni t. Cio garantisce che la condizione Ry < 1
rappresenta una condizione corretta per I'elimina-
zione dell'infezione [1]. Viceversa, se Ry > 1, I'infe-
zione non solo invadera la popolazione, ma rimarra
endemica, cioe, analogamente alla sezione preceden-
te, esiste uno stato di equilibrio endemico, global-
mente attrattivo [29]. Ovviamente maggiore sara la
copertura vaccinale, minore sara la quantita
Ro(1 — p) e aumenteranno le chances di essere al
riparo da tali circostanze.

A titolo esemplificativo, il diagramma in Figura 5
mostra graficamente come si trasmette I'infezione in
una popolazione totalmente suscettibile (pannello A)
e in una parzialmente suscettibile (pannello B),
assumendo Ry = 4. Si noti che se i 3/4 della popola-
zione risulta immunizzata, allora un caso infetto
generera uno ed un solo nuovo caso di infezione;
questo per ogni generazione [17].

E interessante notare che in termini di p la soglia
(12) puo essere riscritta come:

1

=1-—

e quindi p. =1-1/Ry rappresenta la frazione
minima di neonati vaccinati, superata la quale
tutta la popolazione risulta immunizzata
(p > pc <= Ry <1).
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TABELLA 1 - Stime di Ry e della soglia per I'immunita di gregge
p. per alcune ben note malattie infettive (tratte da [11]).

Malattia Trasmissione Ro De
Morbillo 12-18
via aerea 92-94%
Pertosse 12-17
Difterite saliva
- - 6-7 83-86
Rosolia via aerea
Polio via fecale/orale
- 5-7 80-86%
Vaiolo
via aerea
Parotite 4-7 75-86%

Come anticipato ad inizio sezione, p. e detta
anche soglia per 'immunita di gregge. Difatti se
P > P, coloro i quali avranno scelto di non vaccinare
i propri figli beneficeranno comunque dell'immuniz-
zazione, in virtu del comportamento del resto della
popolazione. Tali individui prendono talvolta 'appel-
lativo di frree riders.

In Tabella 1 sono riportati per alcune malattie
infettive i valori stimati di R e di p, sulla base di dati
reali. Al primo posto troviamo il morbillo, una ma-
lattia ad alto tasso di contagio, che richiede un’ele-
vata copertura vaccinale per essere fronteggiata.
Non a caso, recentemente, I'Europa (in particolare
la Romania e I'Italia) e stata colpita da un’epidemia
di morbillo dovuta a un calo delle coperture vaccinali.
A livello mondiale, nel 2016 il morbillo ha causato ben
89 780 morti, soprattutto tra i bambini di eta infe-
riore ai 5 anni [30]. Vedremo nella prossima sezione
come i modelli matematici possono essere utili alle
autorita sanitarie per prevedere virtualmente, me-
diante simulazioni degli scenari possibili, i rischi
derivanti da un calo delle vaccinazioni.

5. — Il processo decisionale nei confronti
della vaccinazione

La vaccinazione e uno dei metodi piu efficaci per
ridurre la diffusione e la mortalita delle malattie
infettive. Per una serie di fattori culturali e sociali,
aleuni vaceini non sono obbligatori, sebbene molto
efficaci nel prevenire le infezioni, e in molti Paesi si
e registrata una crescente diminuzione dell’adesione

alle campagne vaccinali. Cio ha causato la ricomparsa
di alcune malattie che, prevenibili con il vaccino, erano
scomparse grazie proprio alla copertura immunitaria.

La riduzione della copertura vaccinale ¢ dovuta
alla diffusione di aleuni meccanismi pseudo-razionali
che portano i genitori a sovrappesare il rischio (reale
e immaginario) degli effetti collaterali al vaccino e a
non percepire pienamente i rischi reali associati alla
malattia. Questo e paradossalmente dovuto alla rarita
della presenza della malattia in questione. In effetti,
tale rarita fa insorgere in un certo numero di genitori
uno scetticismo razionale (“Perché dovremmo espor-
re i nostri bambini agli effetti collaterali al vaccino, se
tale malattia & eliminata o molto rara nel nostro
Paese?”). Ovviamente questo ragionamento non tiene
conto del fatto che la malattia e stata pressoché
eliminata in virtu degli alti livelli di copertura vacci-
nale. Inoltre, altri genitori fanno affidamento sugli
effetti dell'immunita di gregge. Anche tale compor-
tamento e irrazionale poiché I'immunita di gregge
non e statica e permanente, ma e in continua evolu-
zione e dipende naturalmente dalla diffusa adesione
alle campagne di vaccinazione. Emblematiche in tal
senso sono le recenti misure adottate dai governi
italiano e francese per contrastare la diffidenza nei
confronti della vaccinazione [19, 24].

Data la crescente rilevanza di questi fenomeni, i
modelli classici di epidemiologia matematica non
possono essere applicati universalmente in quanto
non tengono conto del comportamento degli indivi-
dui di fronte alle decisioni. Come anticipato nell’in-
troduzione, dagli inizi del millennio, il tema della
modellizzazione dei comportamenti in occasione di
un’epidemia ha riscosso un’attenzione sempre mag-
giore [22]. Per modellizzare il processo decisionale
nei confronti della vaccinazione sono stati adottati
principalmente due approcci:

(i) un approccio costi-benefict, tipicamente eco-
nomico, che fa uso della teoria dei giochi per
esaminare il guadagno che il singolo individuo
percepisce riguardo alla scelta di vaccinare in
base ai benefici e ai rischi che ne derivano;

(ii) un approccio basato sull'informazione, se-
condo cui la scelta di vaccinare e frutto delle
notizie e dei dati passati e presenti disponibili
sulla malattia, rappresentati da una nuova
variabile di stato M.
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Di seguito si illustreranno brevemente le idee alla
base dei due differenti approcei.

5.1 — Approccio di tipo economico

Un classico modello di teoria dei giochi basato sulle
scelte personali € il gioco dell imitazione (si veda ad
esempio [3, 7, 8, 13, 15, 23]). L’idea di base e che la
decisione dei genitori di vaccinare o non vaccinare i
propri figli sia condotta imitando gli altri che sem-
brano aver adottato strategie piu efficaci. Cio avvie-
ne attraverso i canali della comunicazione privata
spontanea.

Volendo seguire la trattazione matematica adot-
tata in [3, 15], e necessario dapprima introdurre il
seguente sistema:

$(t) = mN(1 - p(t)) — o8t "D

N

P I1(t)

w  O=SO% -0 - ml)
R(t) = AI(t) — mR(t)

V(t) = mpN —mV (1),

mS(t)

dove notiamo che:

e la frazione dei neonati vaccinati p(t) puo va-
riare nel tempo;

e la popolazione totale N &€ nuovamente costante,
pertanto non e stata esplicitata la dipendenza
temporale;

e la forza di infezione € ora SI(t)/N, cioe il re-
lativo meccanismo di infezione e di tipo true
mass action e (3 assume il significato di numero
di contatti efficaci nell’'unita di tempo.

La dinamica di V sara d’ora in poi trascurata potendo
essere dedotta da quella delle altre variabili di stato.

Conformemente ai lavori [3, 15], consideria-
mo come variabili s(t) =S(¢)/N, i(t) =1(t)/N e
r(t) = R(t)/N, cioe, rispettivamente, la frazione di
individui suscettibili, infetti (ed infettivi) e rimossi
(immuni) rispetto alla popolazione totale. Con sem-
plici calcoli, il sistema (13) puo essere riscritto
come:

8(t) = m(1 —p(t)) — Bs(t)i(t) — ms(t)

(14) i(t) = Bs()i(t) — yi(t) —milt)
7(t) = yi(t) —mr(?),

dove orale variabili di stato sono frazioni e assumono
pertanto valori compresi tra 0 e 1.

Cio che resta da determinare e I'equazione che
governa la dinamica di p(t), se questa e assunta non
costante. Secondo il modello qui in esame, p(t)
obbedisce a un processo di imitazione (si veda Ap-
pendice A):
(15) p(t) = kI AE@)p(t)(1 — p(t)),
dove AE(t) rappresenta il profitto derivante dal
vaccinare, il quale & percepito dalle informazioni
scambiate durante i contatti sociali tra individui
che vaccinano e individui che non vaccinano mo-
dellizzati dal termine p(t)(1 — p(t)). k1 € una co-
stante positiva detta coefficiente di imitazione,
essa rappresenta la velocita con cui il guadagno
percepito dall'informazione privata crea nuovi vac-
cinatori.

Il guadagno percepito AE(?) & una sorta di ago
della bilancia tra la decisione di vaccinare o meno.
Matematicamente si definisce come la differenza tra
due funzioni: la prima rappresenta il costo derivante
dal non vaccinare, cioé il rischio percepito di gravi
conseguenze della malattia; la seconda il costo deri-
vante dal vaccinare, cioe il rischio percepito di subire
un effetto collaterale al vaccino. Facendo riferimen-
toa[7, 8, 13, 15], avremo che:

dove k(i) rappresenta il costo percepito della malat-
tia, considerato come una funzione della prevalenza
dell'infezione e «(p) e il costo percepito della vacci-
nazione, cioe il costo percepito del contrarre un
effetto collaterale (si veda Appendice A).

In Figura 6 e confrontata la dinamica del modello
(14)-(15) con una frazione iniziale di neonati vaccinati
p(0) = 0.95 (pannelli A e B) con quella del modello
(14) con p(t) = p costante uguale a 0.9 (pannelli C e
D). Quest’ultima corrisponde alla copertura vaccina-
le contro il morbillo raggiunta in Italia nel 2008. Si
osserva che mentre il modello SIRV (14) con p
costante predice oscillazioni smorzate della preva-
lenza (cioé la cui ampiezza si attenua nel corso degli
anni), secondo il modello (14)-(15) si avranno (dopo
una fase iniziale transitoria) oscillazioni di ampiezza
costante nel tempo. In particolare la malattia risor-
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Fig. 6. — (tratta da [15]). Dinamica della frazione di infetti
(pannelli A e C) e della copertura vaccinale (pannelli B e D)
come predetta dal modello (14)-(15) (pannelli A e B) e dal
modello (14) con p(t) =p costante (pannelli C e D). Nelle
simulazioni si € scelto Ro=15 con Ry dato da (10),
p(0) = 0.95 per il modello (14)-(15) e p = 0.9 per il modello (14)
con p(t) = p costante.

gera circa ogni 26-27 anni in conseguenza all’abbas-
samento periodico della copertura vaccinale negli
anni di basso allarme sociale. Un rischio questo che
non era stato previsto dal modello classico e che
sottolinea I'importanza di tener conto dei fattori
comportamentali laddove si sceglie di modellizzare
la trasmissione di malattie soggette a misure di
prevenzione volontarie.

5.2 — Approccio basato sullinformazione

Un approccio alternativo a quello appena presentato,
basato non sul profitto ma sull'informazione, consiste
nel modellizzare la funzione di copertura vaccinale p
come la somma di due componenti [9, 10, 16]:

e P, che e una costante compresa tra 0 e 1 e
rappresenta la frazione di neonati che sono
vaccinati indipendentemente dallo stato del-
I'informazione sulla malattia;

e p1(M), che é la frazione di neonati che sono
vaccinati in dipendenza del rischio percepito (o
allarme sociale) legato all'infezione. Essa e
funzione della variabile di informazione M.

La variabile M dipende senz’altro dallo stato cor-
rente della malattia, ma anche il passato (soprattutto

quello recente) puo avere un peso rilevante. Infatti
I'informazione relativa alla diffusione di una malattia
e raramente istantanea, poiché e generalmente sog-
getta a ritardi di natura tecnica dovuti a lunghe
procedure di routine (test clinici, notifica dei casi,
raccolta e propagazione delle informazioni, ecc);
inoltre, in alcuni casi puo esserci memoria di epide-
mie precedenti e cio influisce sulla scelta di vaccina-
re. Come compromesso tra realismo e trattabilita e
ad esempio possibile assumere per M la seguente
forma integrale [9]:

t
(16) M) = | gls(r),i(raexp(-a(t - )i

dove

e ¢g(s,7) € una funzione della frazione di su-
scettibili s e infetti 7, detta sforzo informativo,
che descrive il tipo di informazione sulla ma-
lattia (numero diinfettivi, numero di nuovi casi,
mortalita indotta dalla malattia, ecc.);

e aexp(—af(-)), e il nucleo di memoria esponen-
zialmente evanescente, il quale descrive come
la consapevolezza degli individui riguardo i ri-
schi di un’epidemia decresce col passare del
tempo.

Tale formulazione di M consente inoltre di ridurre la
(16) all’equazione differenziale ordinaria:

M(t) = alg(s(t), (1)) - M(1)).

In definitiva, con I'introduzione dell'informazione M
cosi come qui descritta il modello (14) si estende
come segue:

§(t) = m(1 — p(M(¢))) — Bs(t)i(t) — ms(t)
i(t) = Bs(t)i(t) — ~i(t) — mi(t)
(17) 7(t) = ~vi(t) — mr(t)
M(t) = alg(s(t),i(t)) — M(t))

Come visto per il modello (14), anche secondo il
modello (17) il fattore comportamentale puo causare
la comparsa di oscillazioni di ampiezza a lungo
termine costante [9, 16]. In questo caso, tali oscil-
lazioni sono innescate dalla non istantaneita della
reazione della popolazione all’allarme sociale causa-
to dalla malattia.
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A scopo illustrativo, la Figura 7 riporta ’anda-
mento della frazione di infetti 7 (in scala semi-
logaritmica) e della funzione p;(M), qui assunta
di tipo Holling I1 [16], con py = 0.75. Si osserva che
il periodo delle oscillazioni aumenta fino a raggiun-
gere un valore costante, pari circa a 19 anni. Anche
se la funzione p; raggiunge, in epoche di elevato
allarme sociale, valori vicini al 22% e quindi la
copertura immunitaria totale (py + p1(M)) il 97%,
il suo significativo declino in periodi inter-epide-
mici fa si che la malattia risulti impossibile da
eliminare.

6. — Il controllo ottimo come supporto alle
politiche sanitarie

Prepararsi ad affrontare una epidemia come ad
esempio quella di morbillo vuole dire affrontare un

E proprio su quest'ultimo fronte che stanno
avanzando le ultime ricerche: tener conto nel pro-
cesso di modellizzazione anche degli sforzi (informa-
zione, educazione, infrastrutture, ...) che il sistema
sanitario puo ragionevolmente esercitare per favo-
rire 'adesione alle campagne vaccinali 7, 8, 13, 15].

Alla base della scelta di una strategia di intervento
piuttosto che un’altra influisce significativamente il
bilancio tra costi ed efficacia. E possibile suffragare
tali scelte con argomenti quantitativi mediante la
teoria del controllo ottimo di Pontryagin [28]. Nel-
I'ambito di tale teoria e possibile ad esempio determi-
nare qual e il profilo temporale ottimale di una
campagna pubblica di persuasione alla vaccinazione
in un modello matematico di tipo SEIRp, tale da
minimizzare un opportuno funzionale che rappresen-
taicostisociali ed economicilegati allamalattia [8, 13].

In dettaglio, consideriamo il seguente modello:

problema con molti dati mancanti. E qui che il 8(t) = m(1 —p(t)) — Bt)s(t)i(t) — ms(t)
modello matematico riveste un ruolo chiave, in e(t) = B(t)s(t)i(t) — pe(t) — me(t)
quatho permette' non solo di prev\ec,iere (anche se in (18) z( £) = pe(t) — vi(t) — mi(t)
maniera approssimata) quale sara 'andamento qua-
litativo del contagio, ma anche di verificare virtual- 7(t) = ~i(t) — mr(?)
mente l'effetto di possibili strategie di intervento. p(t) = (k1AEQ@)p(t) +u(t))(1 — p(?))
(A)  qq0
10710 .
i(t)
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Fig. 7. -

neonati vaccinati (pannello B) come predetta dal modello (17) con p; (M

p(0) = po = 0.75.

tempo (anni)

(tratta da [16]). Dinamica della frazione di infetti (pannello A), in scala semi-logaritmica, e della frazione non costante di

) di tipo Holling II. Nelle simulazioni si e scelto Rg =10 e
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Fig. 8. — (tratta da [8]). Dinamica della frazione di infetti (pannello A) e della copertura vaccinale (pannello B) come predetta dal
modello (18). Le simulazioni sono relative al caso in cui il rischio percepito di subire effetti collaterali al vaccino e basso
(/60 = 1/2000), la velocita dell'imitazione & lenta (k10 = 200), e 'ampiezza della stagionalita & media (o = 0.5).

con
AE(t) = 0i(t) — ap(t).
Tale modello si differenzia dal modello (14) in quanto:

e si suppone che la malattia in esame sia carat-
terizzata daun tempo di latenza tral’esposizione
e la comparsa dei sintomi non trascurabile. Tale
caratteristica e modellizzata, restando nell’am-
bito delle equazioni differenziali ordinarie, me-
diante 'aggiunta di un ulteriore compartimento,
quello dei latenti e, cioe gli infetti temporanea-
mente asintomatici. Il coefficiente p, detto tasso
di latenza, denota il tasso pro-capite secondo cui
gli infetti passano dalla fase asintomatica a
quella sintomatica dell’infezione;

e il coefficiente (3 non e costante, ma variabile nel
tempo. In particolare e una funzione sinusoi-
dale di periodo un anno:

19)  A(t) = %(1 + ocos (% i X))

Tale periodicita e legata principalmente al-
I'aggregazione dei bambini durante il periodo
scolastico;

e la scelta di vaccinare o meno puo essere in-
fluenzata da un agente esterno (le autorita sa-
nitarie), matematicamente rappresentato dalla
funzione di controllo u(t).

Poiché tra tutte le possibili soluzioni del sistema
(18) siamo interessati alla soluzione ottimale, che
realizzi il miglior compromesso tra benefici sociali
e spese per le casse dello Stato, andiamo allora a
formulare il seguente problema di controllo otti-
mo:

Ricercare la soluzione del sistema (18) che mi-
nimizza il sequente funzionale obiettivo

(20) J(u(t) = J:f (Ce(t) + Cop(t) + Cuui®(t))dt,

con 0 < u(t) < Upaew, dove C,, C, e C, indicano,
rispettivamente, i costi legati ai nuovi cast infetti,
alla vaccinazione e alla campagna di persua-
sione.

Con il principio del minimo di Pontryagin [28], e
possibile determinare la soluzione ottima di tale
problema, che e unica per un intervallo di tempo
sufficientemente limitato.

Dalle simulazioni numeriche si evince che 'azione
persuasiva da parte del sistema sanitario ha un
impatto positivo sia sulle oscillazioni della prevalen-
za, la cui ampiezza si riduce notevolmente (Figura 8,
pannello A), sia sul livello di copertura vaccinale, che
resta al di sopra del caso incontrollato per gran parte
dell’orizzonte temporale considerato (Figura 7, pan-
nello B).
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7. — Osservazioni conclusive

I modelli matematici per la dinamica delle epidemie
rivestono notevole importanza non solo per l'interes-
se culturale che suscitano, ma anche come supporto
alle scelte politico-amministrative. In questa breve
rassegna abbiamo in particolare discusso la model-
lizzazione degli effetti della vaccinazione e della scelta
di adesione razionale alle campagne di prevenzione,
nonché dell'influenza esercitata dal sistema sanitario
su tale scelta, utilizzando strumenti matematici quali
la teoria dei giochi e il controllo ottimo. I risultati
presentati forniscono indicazioni sulle conseguenze
dei comportamenti individuali sul contenimento e
I'eradicazione delle infezioni, e sugli effetti delle
campagne di persuasione a vaccinare. Ovviamente
tali risultati non pretendono di essere esaustivi;
infatti i modelli considerati portano in conto solo
alcuni tra i molteplici e complessi fattori che entrano
in gioco in una epidemia. Ad esempio, un aspetto
critico e costituito dalla durata dell’epidemia: a tal
riguardo si possono studiare problemi di controllo
ottimo in cui I'obiettivo & minimizzare il tempo di
eradicazione in presenza di diverse politiche di con-
trollo, quali vaccinazione, quarantena e riduzione
della trasmissione [5]. Tutti questi modelli, pur nella
loro semplicita, risultano in grado di catturare aspetti
qualitativi compatibili con scenari reali e costituisco-
no una base per lo sviluppo di sistemi piu elaborati, in
grado di cogliere maggiori dettagli della complessita
della dinamica di una epidemia.
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Appendice A
La legge dell’imitazione

La dinamica di p(¢) in (14) deriva dalle seguenti
considerazioni. La popolazione dei genitori e divisa
in due sottogruppi: i genitori che sono a favore del

vaccino e vaccinano i loro figli (p(t)), e i genitori che
sono contro il vaccino (A(t) =1 — p(¢)). La popola-
zione dei genitori & assunta direttamente proporzio-
nale alla popolazione totale (costante).

Il gioco dell’imitazione & un processo di doppio
contagio di idee [29]:

pt) = —a*At)p(t) + 0" p(t)A(t)
A(t) = a*A(t)p(t) — 0'p()A(),

dove Fy(t) = a*A(t) e Fp(t) = 0"p(t) sono le forze di
infezione delle opinioni dei gruppi anti e pro-vacci-
nazione, rispettivamente. Precisamente o* € il tasso
di infezione del gruppo p e 6* quello del gruppo A.
Come in [7, 8, 13, 15], assumiamo che o = kja(p) e
0% = k160(1), cioe il tasso o & amplificato dall'infor-
mazione corrente sugli effetti collaterali al vaccino e
il tasso 6" dal rischio percepito di soffrire serie
conseguenze dalla malattia. k; & invece un fattore
di scala. Quindi avremo che:

p(t) = —kra(p())A()p(t) + k10(i(t))p(HA(T)
A(t) = kia(p(t)A1P(D) — k10(i(1))p(HA().

Dato che A =1 — p, tali due equazioni possono es-
sere accoppiate in un’unica equazione:

pt) = ki AE@)p()(1 — p(D)),
con
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