
ATTI ACCADEMIA NAZIONALE LINCEI CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI LINCEI
MATEMATICA E APPLICAZIONI

Guido Zappa

Sui gruppi finiti i cui sottogruppi non normali hanno
tutti lo stesso ordine, II

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti Lincei. Matematica e Applicazioni, Serie
9, Vol. 14 (2003), n.1, p. 13–21.
Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLIN_2003_9_14_1_13_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le copie
di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=RLIN_2003_9_14_1_13_0
http://www.bdim.eu/


Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti Lincei. Matematica e Applicazioni, Accademia Nazionale dei Lincei,
2003.



Rend. Mat. Acc. Lincei 
s. 9, v. 14:13-21 (2003)

Teoria dei gruppi. — Sui gruppi finiti i cui sottogruppi non normali hanno tutti lo 
stesso ordine, IL Nota (*) del Socio G uido Zappa.

A bstract. —  fin ite  groups in which all non normal subgroups have the same order, II. Let p be a pri
me, n be an integer ^  1 and G be a non Abelian and non Hamiltonian finite p-group. G is said to be in 
S(pn) if all non normal subgroups of G  have order p n. In a previous Note [3] all groups in S{pn) (p odd, 
n ^  1 ), in 5(2), and all groups of exponent 4 belonging to 5(4) were given. In the present Note all groups 
in 5(2”) {n ^  2) of exponent >  4 are given, and the classification of groups in S(pn) for all primes p and 
all integers n ^  1 is completed.

Key words: p -group; Non normal subgroup; Exponent of a group.

R iassunto. — Sia p un numero primo, n un intero ^  1, e G un p-gruppo finito non abeliano e non 
hamiltoniano. Si dice che G appartiene ad S{pn) se i sottogruppi non normali di G hanno tutti ordine p n. 
In un Nota precedente [3] sono stati determinati tutti i gruppi appartenenti a S{pn) (p dispari, n ^  1), 
tutti quelli appartenenti ad 5(2) e tutti i gruppi di esponente 4 appartenenti ad 5(4). Nella presente Nota 
si determinano tutti i gruppi appartenenti ad 5(2”) (n ^  2) e di esponente >  4, e in tal modo è completa
ta la classificazione dei gruppi in S(pn) per tutti i numeri primi p e per tutti i valori di n ^  1.

Introduzione

Sia p un numero primo ed n un intero ^  1. Sia S(pn) la classe di tutti i p-gruppi fi
niti, non abeliani né hamiltoniani, i cui sottogruppi non normali hanno tutti ordine p n. 
In una Nota precedente [3], avente lo stesso titolo di questa, ho determinato tutti i 
gruppi G appartenenti ad S(pn) nei seguenti casi:

1) p>  2, n = 1; 2) p — 2, « = 1, 3 ) p > 2 , / z ^ 2 ; 4 ) p  = 2,/z = 2 , G d i  esponente 4.

Nel presente lavoro determino tutti i gruppi appartenenti ad S(pn) nei casi rima
nenti, e precisamente trovo tutti i 2-gruppi appartenenti ad 5(4) di esponente ^  8, e 
tutti i gruppi appartenenti ad S(2n) per ogni n ^  3. Precisamente, per n = 2 ed espo
nente 2m con 3 si ottengono il gruppo generalizzato dei quaternioni d’ordine 16 e 
i gruppi della forma: G = (a , h\a4 = b2”* = 1, a~l ba = b l + 2m ) mentre per n >  2 si 
ottengono solo i gruppi della forma G = (a, b \a2” = b2™ = l , a~ l ba = b l + 2m ) con 
n ^ m .  Questi risultati sono dati nel Teorema 1. Il Teorema 2 riunisce tutti i risultati 
delle due Note elencando tutti i gruppi appartenenti a S(pn) per ogni valore del nume
ro primo p e dell’intero

Tutti i gruppi considerati nella Nota sono supposti finiti.
Per le proprietà dei -gruppi usate nelle dimostrazioni vedi [1].
Ringrazio vivamente il referee che, coi suoi suggerimenti, mi ha permesso di sem

plificare il processo dimostrativo.

(*) Presentata nella seduta del 14 marzo 2003.
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D efinizione. Sia p un numero primo ed n un intero ^  1 . Un p-gruppo G è detto 
appartenente alla classe S(pn) se non è né abeliano né hamiltoniano e tutti i suoi sotto
gruppi non normali hanno ordine p n.

O sservazione. Se Ge.S{pn) i sottogruppi non normali di G di ordine p n sono ne
cessariamente ciclici, perché ogni sottogruppo non ciclico d'ordine p n è unione insie
mistica di sottogruppi di ordine < p n, necessariamente normali, e quindi è normale.

Proposizione 1. Sia G un 2-gruppo con un solo elemento di ordine 2. Allora 
G e  S(2n) se e solo se n = 2 e G è il gruppo generalizzato dei quaternioni d'ordine 16:

(1) G = (a, b\a4 = 1, b4 = a2, a~ l ba = b ~ l ) .

D imostrazione. Un 2 -gruppo G con un solo sottogruppo d'ordine 2 è ciclico, o è 
il gruppo dei quaternioni, o è un gruppo generalizzato dei quaternioni. Se G e S(2n), 
G non è né abeliano né hamiltoniano. Poiché il gruppo dei quaternioni è hamiltonia
no, segue che G è un gruppo generalizzato dei quaternioni.

Sia G il gruppo generalizzato dei quaternioni di ordine 16, dato dalla (1). Il sotto
gruppo (a) non è normale perché [a , bl — b2^ {a). I sottogruppi d'ordine 8 di G sono 
normali perché massimali. In G c'è un solo sottogruppo d’ordine 2, necessariamente 
normale. Di conseguenza G e 5(4), cioè G e 5(2”) per n — 2.

Sia ora G un gruppo generalizzato dei quaternioni di ordine 2* con t > 4.
Si avrà

G =  {a, b\a4 = 1, b2* 2 = a2, a ~ l ba = b ~l ) .
Il sottogruppo {a) ha ordine 4 e non è normale perché [ay b\ = b2 £ (a). Il sotto

gruppo (a, b2‘ 3) ha ordine 8 e non è normale perché [a, b] = b2 non è in (a, b2* 3). 
Pertanto G ha sottogruppi non normali di ordini differenti e non può appartenere ad 
alcun 5(2”), comunque si prenda n.

Proposizione 2. Un gruppo del tipo

G = {a, b\a2” = b2™ = 1, a~l ba = b 1*2™ l) 
con n ^ 2  e m ^  3, appartiene ad S( 2n) se e solo se n ^ m .

D imostrazione. In primo luogo supponiamo n>  m e dimostriamo che allora 
G$S(2n). Evidentemente (a) non è normale. Inoltre si ha a ~2 ba2 = é (1 + 2 )2 =

1 + 2 m + 2Zl = b perché 2m — 2 ^  m , visto che m ^  3. Pertanto aA è permutabile
-mb l + 2m~l che

'*>di

— b
con b. Segue che (ar  mb) ha ordine 2m. Ma si ha a _1U 2” ”b) a = a 
non appartiene ad {ar  ™b). Pertanto G ha un sottogruppo non normale {a2” 
ordine 2m^ 2 n, e di conseguenza G$S(2n).

Sia ora n ^m >  e mostriamo che allora Ge.S{2n). Il sottogruppo (a), d'ordine 2n, 
non è normale. Poiché |G | = 2n + mì ogni sottogruppo L di ordine > 2 n incontra (b)
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secondo un sottogruppo di ordine ^ 2  e quindi contiene b2™ \  Ma si ha b2™ 1 — 
= [a , b \  quindi {b2™ ) = G ', L ^  G ' e pertanto L è normale.

Da [a , b] = segue U 2, è] = U, b2] = 1, e pertanto (<z2, b2) è contenuto 
nel centro di G. Ogni sottogruppo ciclico di G di ordine <2* è contenuto in 
(a2, b2™ n ) ^  (tf2, è 2), e quindi è nel centro di G. Ogni sottogruppo non ciclico di 
ordine < 2n è generato da sottogruppi ciclici di ordine < 2n, e di conseguenza è nel 
centro di G. Pertanto ogni sottogruppo di G di ordine s* 2n è normale, e 
Ge$(2").

Sottogruppo degli elementi di ordine ^ 2  in un gruppo G e 5 (2n)

Dalla Proposizione 1 risulta che se G e 5(2”) e non coincide col gruppo generaliz
zato dei quaternioni d’ordine 16, in G vi sono almeno due elementi di ordine 2.

Un gruppo appartenente a S(2n) diverso dal gruppo generalizzato dei quaternioni 
di ordine 16 verrà detto di tipo generale.

Proposizione 3. Sia G un gruppo appartenente ad 5(2”) con n ^ 2  di tipo generale. 
Gli elementi di G di ordine ^  2 costituiscono un sottogruppo H di ordine 4, contenuto 
nel centro di G.

D imostrazione. Per ipotesi esiste un elemento a e G d’ordine 2n con (a) non nor
male. Poiché G è di tipo generale, esiste in G un elemento h di ordine 2, diverso da 
a2 . Essendo n ^ - 2 , { a 2 ) ed (h) sono normali, quindi lo sono anche a2 ed h. Ne
segue che il sottogruppo H =  {ar  ,h )  = {1, a2” , h, ar  /?}è contenuto nel cen
tro di G.

Il sottogruppo (a , H) ha ordine 2n + l, quindi è normale in G e contiene tutti i co
niugati di (a).

Supponiamo esista un elemento k d’ordine 2 non contenuto in {a, H). Allora H  = 
= (a, k) ha ordine 2n +1 e quindi è normale, e contiene tutti i coniugati di (a). Allora i 
coniugati di (a) sono tutti in H  fi H = (a), cioè {a) è l’unico coniugato di {a), contro 
l’ipotesi. Pertanto H  contiene tutti e soli gli elementi di G di ordine ^  2, come si 
voleva.

P roposizione 4. Sia G un gruppo appartenente ad S(2n) di tipo generale e di espo
nente 2m\ 2  ^  n ^  m, 3 ^  m), e sia H  il sottogruppo generato dagli elementi di ordine 
2. Attorci H  contiene il derivato G ' di G. G è  nilpotente di classe 2.

D imostrazione. In base alla Proposizione 3, H  ha ordine 4 ed è contenuto nel cen
tro di G. Distinguiamo tre casi

1° caso: m > 3.
Sia a un elemento di G con {a) non normale. Allora a ha ordine 2n e {a) fi H  = 

= (a2” ). Segue che {a, H) ha ordine 2n +1, quindi è normale. Sia b un elemento di G 
con (b) dormale. Allora anche (b, H) è normale. Segue che ogni sottogruppo ciclico di
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G . . G G— è normale. Di conseguenza, ogni sottogruppo di — è normale, e quindi — è abe-
i j .  i d  ^  i l

liano o hamiltoniano. Ma, essendo G di esponente 2m con m > 3, — è di esponente
G “2W ~1 con — 1 > 2. Ne segue che — ha elementi di ordine > 4, mentre un 2-grup-

po hamiltoniano non ha elementi di ordine > 4. Ne segue che — è abeliano, quindi 
H^G' .  H

2° caso: n — m = 3.

Siano a, b e  G. Se uno degli elementi a, è, p. es. a ha ordine 4, (a) è normale quin
di b ~ l ab = a o b ~ l ab — aò. Di conseguenza [a , i ]  = 1 o U, è] = tf2. In ogni caso 
[a, è] ha ordine 1 o 2, quindi è in H.

Siano ora a e b ambedue di ordine 8. Poiché {a, H) è normale, si ha b ~ l ab = 
= a l + 2lk  con / = { 0 , l , 2 , 3 } e  con k e H .  Ne segue b ~l a2 b = a2 + 4tk 2 = a2 + 4ì, cioè 
b ~ l a2b = a2 o b ~ l a2b = a(ì. Pertanto b~2a2b2 = a2 onde {a2 b2)2 = a4 b4, 
(a2 b2)4 = 1. Allora (a2 b2) è normale perché di ordine ^  4. Supponiamo b ~ l a2 b — 
= a6. Allora b ~ l a2 b2 b = a2 è 6, che non è potenza di *z2 è 2, e quindi (a2 b2) non è nor
male, contraddizione. Ne segue b ~ l a2b = a2, quindi i e  { 0,2}.  Pertanto è “1ab = ak 
o b ~ l ab = a5k,  cioè [a , b] = k e H  o [a, è] = a4k e H .

3° caso: n = 2, m = 3.

Siano a, b e  G. Se uno di essi, p. es. <z, ha ordine 4, si ha H =  (a2 y k) con k  elemen
to di H  d’ordine 2, diverso da a2. Poiché (a , H) ha ordine 8, esso è normale, ossia 
b ~ l ab = a o b ~ l ab = a3, o b ~ l ab — ak, o b ~ l ab — aò k . In ogni caso 
U , b] e H .

Supponiamo ora che a , £ abbiano ambedue ordine 8. Allora U) e (b) sono ambe
due normali, onde [a, è] e (a) fi (b). Se [a , b\ ha ordine 4, deve aversi (a) fi (b) = 
= (a2) -  (è 2), quindi [ a , b ] = a 2 = b2 o [a , b \ —a2 — b 6, o U , è ] = t f 6 = è 2, o 
U,  b] = a6 = b 6. Nel caso sia [a, è] = a2 = è 2, si ha b ~ l ab = a3, quindi b ~ l a2b = 
= 6. Ma è # 2 = è 2, quindi è -1è 2è = è 6, contraddizione. Allo stesso modo si escludono 
gli altri casi. Dovrà quindi essere [a , è] di ordine 2, cioè U, è] = 1  o U , è] = a4 = 
= b 4. In ogni caso U, è], avendo ordine =^2, è in H  cioè G'  ^ H .

Corollario 1. Sia G e S (2n) e di esponente 2m, di tipo generale (2 < n, 3 ^  m, 
n ^  m). Se a e G , a2 è nel centro di G . Se a, b e G  si ha {ab)4 = a4 b4. Se a, b e G  e 
b = c2> con c e G , si ha {ab)2 = a2b2. Se a2* = br  = 1, è tf/zcèé’ {ab)r  = 1.

D imostrazione. In base alle Proposizioni 3 e 4, G è nilpotente di classe 2 e G ' è di 
esponente 2. Da [1, Hilfsatz III. 1. 3, p. 253], segue [a2, è] = U, b2] = 1 e Uè)4 = 
= tf4è 4 [è, *z]6 = a4b4. Quindi da a2* = b2* = 1 segue Uè)2' = a2* b2* = 1 per t > 1. Cioè 
poi evidente per t = 1.
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D eterminazione dei gruppi di esponente 2m, appartenenti ad S(2n),
DI tipo generale, generabili mediante due soli elementi

Proposizione 5. Sia G un gruppo di esponente 2m, appartenente ad S{2n) di tipo ge
nerale, con 2 ^  n, 3 ^ m ,  n ^  m, generabile mediante due soli elementi. Allora si ha

G = (a, b\ar  = b2™ = a~ l ba = b 1 + 2™ *).

Q
D im ostrazione. Sia G =  ( c , d). Si avrà [ c ,  d] =  k ^  1  t  G r =  { k ). Poiché è

G
abeliano, possiamo scegliere c e d in modo che ( G r c) C\ ( G r d) = ( G r) = (k ), quindi 
(c) fi (d) ^  (k). In base al Corollario 1, uno degli elementi c9d, sia esso d, avrà ordine 
2m. Scegliamo poi c entro la classe laterale G fc in modo che bordine di c sia il più pic
colo possibile.

Dimostriamo che, sotto questa ipotesi, si ha (c) fl (d) = 1. Supponiamo che, al 
contrario, sia (c) fi (d) = (k ). In base alla Proposizione 4 , k 2 = 1 e k è nel centro di G. 
Detto 2S l’ordine di c, si avrà c2% = d2™ — k. Deve aversi 2S^  4 , altrimenti c avreb
be ordine 2 e sarebbe nel centro di G , quindi è s ^  2. Se s > 2 , si ha 2S ~1 ^  4. Allora, 
per il Corollario 1, è

{c~l d2ms)2Sl = C~2* 1 d2™1 = k ~ l k = 1 .

Se invece s = 2, poiché è m ^  3, si ha c permutabile con d2™ %, sempre in base al 
Corollario 1, onde (c~l d2™ s)2 = ( c ~ 1d2m 2)2 = c~2d2m 1==1. Si avrà allora G = 
= (c, d) = {c~l d2™ f, d) con c~l d2™ * di ordine 2S~ \  contro l’ipotesi di minimo fatta 
su C. Possiamo quindi concludere che (c) fi (d) = 1.

Distinguiamo ora due casi:

1) n < m .
Allora (d), avendo ordine 2m ^  2n, è normale, onde k = [c, e (J), ossia = 

= k. Essendo (c) fi (d) = 1, si ha che k g (c), quindi (c) non è normale. Pertanto si avrà 
s = n, e quindi c~l dc= dk = d. d2™ 1 = d 1 + 2™ \  Ne segue

G =  (c, d\c2n = d2™ = 1, c~l dc = d l + 2,m *).

2) n = m.
Avendosi (c) fi (d) = 1, almeno uno dei sottogruppi (e), (d) non è normale. 
Supponiamo (c) non normale e (d) normale. Allora (c) ha ordine 2n = 2W. Avendosi

(d) di ordine 2m, e normale, si ha d2”* = k e quindi c "
di conseguenza

[ de = dk = d l + 2 m = d 1 + 2 « “

G = (c, d\cr  = d r  = 1, c l dc — d l + r  *).
Supponiamo ora invece (c) normale e (d) non normale. Allora, ragionando come 

sopra si ottiene

G = (c, d\c2S = d2” = 1, d 1cd = c1 + 2S 1).

Ma, in base alla Proposizione 2, s e s <n  tale gruppo non appartiene ad S( 2n). Do-
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vrà quindi aversi s = n, e si ricade nell'alternativa precedente, salvo lo scambio tra c e 
d.

Supponiamo ora (c) e (d) ambedue non normali. Allora s = n e c2 , d2 sono 
due elementi d'ordine 2 diversi da [c, d]. Poiché in base alla Proposizione 3, G ha so
lo tre elementi d'ordine 2, sarà [c , d\ = cr  dr  . Essendo /z = ^ e / ^ ^ 3 , s i h a / z ^ 3  
onde, per il Corollario 1, cr  dr  = (cd)r  . Ponendo cd = / ,  si ha G = (c , d) = 
= (c, / )  con c -1/^ = c~1cdc = c{c~l de) = = (a/)1 + 2” 1 = f l+r  \  e si ricade nella
prima alternativa, salvo lo scambio di <7 con / .  La proposizione è così dimostrata.

Caratterizzazione dei gruppi appartenenti ad S(2n),
DI ESPONENTE 2m (n ^  m) DI TIPO GENERALE, PER

Da [2, p. 55, Teorema 2.3.1 e Lemma 2.1.2] discende la seguente:

P roposizione 6 (Iwasawa). Sia G un p-gruppo non hamiltoniano. Le seguenti affer
mazioni su G sono equivalenti’.

a) il  reticolo L(G) dei sottogruppi di G è modulare;
b) I sottogruppi di G sono a due a due permutabili;
c) G contiene un sottogruppo abeliano normale A  a gruppo quoziente GIÀ ciclico, 

ed esistono un elemento b e G  tale che G = A(b), ed un intero positivo s tale che 
b ~ l ab = a l + ps con s ^ 2  se p = 2.

Da [2, p. 94, Teorema 2.5.9] discende la seguente

Proposizione 7 (Baer). Sia G un p-gruppo e il reticolo L(G) dei sottogruppi di G sia 
modulare. Allora, se G non è hamiltoniano, esiste un gruppo abeliano A tale che L(G) è 
isomorfo al reticolo L(A) dei sottogruppi di A.

Proposizione 8. Sia G un gruppo appartenente ad S(2n) di esponente 2m (n ^  m) di 
tipo generale. Se n ^ ò , G è  generabile mediante due soli elementi a, b, e si ha

G = {a, b\ar  = b2™ = 1, a~ l ba1^ 2™ 1).

D imostrazione. Siano c, d s G .  Se (c, d) è abeliano o hamiltoniano (c) e (d) sono 
permutabili. In caso contrario (c, d) e. S{ 2n), ed avrà un esponente 2S con n ^ s ^ m .  
Dalla Proposizione 5 segue

(c,d)  = ( e J \ e 2n= f = l , e - lf e = f 1+2S~1).

In base alla Proposizione 6 si ha che i sottogruppi di (c, d) sono a due a due per
mutabili, quindi anche (c) e (d) lo sono. Ne segue che tutti i sottogruppi di G sono a 
due a due permutabili, onde in base alla Proposizione 6 il reticolo L(G) dei sottogrup
pi di G è modulare. In base alla Proposizione 7, esiste un gruppo abeliano A  tale che 
L(G) è isomorfo ad L(A). Supponiamo che G non sia generabile con due soli elementi.
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Allora nemmeno A  è generabile mediante due soli elementi, cioè in un sistema di ge
neratori di A vi sono almeno tre elementi indipendenti. Di conseguenza, anche nel sot
togruppo M generato dagli elementi d’ordine 2 di A vi sono almeno tre elementi indi- 
pendenti, onde l’ordine di M è ^  8. Ma allora anche l’ordine del sottogruppo degli 
elementi di ordine 2 di G è ^  8, contro la Proposizione 3. Pertanto G è generabile me
diante due soli elementi, onde, in base alla Proposizione 5

G = ( a , b \ a 2n = b2m= l , a - l ba = b l + 2m- 1)
con n ^ m .

Caratterizzazione dei gruppi di esponente 2m { m ^ 3 )
APPARTENENTI AD 5(4) DI TIPO GENERALE

P roposizione 9. Sia G un gruppo di esponente 2m { m ^  3 ) appartenente ad 5(4), di 
tipo generale, e sia K il sottogruppo generato dagli elementi di G di ordine ^  4. Se G ha 
almeno tre generatori indipendenti, Ke5(4)  ed è della forma

K = Q x ( c )
con Q gruppo dei quaternioni e c elemento d’ordine 4.

D imostrazione. Dal Corollario 1 discende che K  è costituito da tutti e soli gli ele
menti di G di ordine ^ 4 .  Inoltre, per la Proposizione 5, è H  ^  <p(G). Supponiamo 
che G abbia almeno tre generatori indipendenti. Allora altrettanto avviene per

G G/H G G
— =~ = ±ir-\ iti e quindi anche per — . Ma, in base alla Proposizione 4, — è abe- 
0(G) (p\G)/ti H H

liano, quindi anche — ha almeno tre generatori indipendenti. Poiché H  ^  (p(K), an- 
H

che K ha tre generatori indipendenti.
K  non può essere abeliano perché in tale caso anche H  avrebbe tre generatori indi- 

pendenti, contro la Proposizione 3. Non può nemmeno essere hamiltoniano, altrimen
ti sarebbe prodotto diretto di un gruppo dei quaternioni Q per un 2-gruppo abeliano 
elementare, e l’elemento d’ordine 2 di Q sarebbe il solo elemento di G d’ordine 2 che 
sia potenza di elementi di G di ordine ^ 4, contro la Proposizione 5.

Pertanto K e S ( 4).
Sia d un elemento di G di ordine 2m. Allora d2”1 ha ordine 4 e quindi è in K. Ma 

essendo m ^  3, si ha 2m ~ 2 ^  2, onde d2™ è nel centro di G. Pertanto in K  c’è un ele
mento d’ordine 4 appartenente al centro. I gruppi di esponente 4 appartenenti a 5(4) 
con almeno tre generatori sono quelli indicati coi nn. 2), 3), 4) nel Teorema 4 di [3]; di 
essi solo quello indicato col n. 2 ha elementi d’ordine 4 appartenenti al centro. 
Quindi

K =  (a, b, c\aA = c4 = 1, b2 = a2, a~l ba = b ~l , ac = ca, bc = cb) .
Tale gruppo è prodotto diretto di Q = {a, b), che è un gruppo dei quaternioni, per 

(c). Il centro di K è (c , H), quindi d2™ = ex con x in H.
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Proposizione 10. Ogni gruppo di esponente 2m (m ^  3 ) appartenente ad 5(4), di ti
po generale è della forma

G = {a, b\a4 = b2™ = 1, a -1 ba = b l +2  ̂ *).

D imostrazione. Se G non possiede tre generatori indipendenti, è della forma ri
chiesta, in base alla Proposizione 5. Basterà quindi dimostrare che G non può avere 
tre generatori indipendenti.

Supponiamo che, al contrario, G abbia almeno tre generatori indipendenti. Allora, 
in base alla Proposizione 8, G contiene il sottogruppo K =  (a, b, c\a4 = b4 = 1, b2 = 
= a2, a ~1 ba = b ~l, ac = ca, bc = cb). Inoltre G contiene un elemento d di ordine 2m tale 
che d2™ sia un elemento d’ordine 4 del centro d iK. Sarà allora d2™ = eh con h e H .
Possiamo ridurci al caso d2™ =c.  Inoltre (d) è normale, onde a ~ l da = d oppure
a ~ l da = d l+2m , e analogamente b ~ l db = d oppure b ~ l db = d l + 2™ . Scambiando 
eventualmente tra loro gli elementi a, b, ab ci si può ridurre ai due casi seguenti:

1) a~ l da = b ~ l db = d,
2) a~ l da = d, b ~ l db = d 1+2m 1;
Si avrà anche (ad)4 = a4d4 = d 4, onde (ad) ha ordine 2n, e pertanto è normale. Ma 

nel caso 1) si ha [ad, b~\ = a2, e nel caso 2) si ha [ad, b] = a2d2™ . Ma sia a2 che 
a2d2m~ non appartengono ad (ad), quindi (ad) non è normale, contraddizione. Per
tanto G è generabile con due soli elementi e, in base alla Proposizione 5, è del tipo 
richiesto.

Conclusioni 

Dalle Proposizioni 1, 8 e 10 discende il

Teorema 1. Le seguenti affermazioni sono equivalenti:

1) G è un 2-gruppo di esponente 2m, appartenente ad S(2n) con 2 ^ n ,  3 ^  m.
2) G è uno dei gruppi seguenti:

a) G = (a, b\a4 = 1, b 4 = a2, a~ l ba = b ~ l )\
b) G — (a, b\a2n — b2™ = 1, a~ l ba = b l + 2” l) (2 m).

Dai Teoremi 1, 2, 3, 4 della Nota [3] e dal Teorema 1 di questo lavoro discende il 
seguente risultato conclusivo:

Teorema 2. Le seguenti affermazioni sono equivalenti:

I) G è un p-gruppo appartenente ad S(pn );
II) G è uno dei gruppi seguenti:

1) G = (a, b\apn = bpm = 1, a~ l ba = b 1+pm X) (p qualunque, 1, m ^ 2 ,
n ^  m);

2) G = (a, b\a4 = 1, b4 = a2, a~l ba — b ~ l )> (p = 2 , n  = 2);
3) G = (a, b , c\ap = bp = cp = 1, b~l ab — ac, <zc= az, = cb), (p>  2, /z = 1);
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4) G = (a, b, c\ap = bp = cpm = 1, b ~ l ab = acpm \  ac — ca, bc = cb), (p> 2, 
n — 1, 77Z > 1);

5) G= (a, b, c\a2 = b4 = \ , cim 1 — b2, a~ x ba = b ~ x, ac = ca, bc = cb), (p = 2,
n = 1, > 1 );

6) G = (a, b, c\a4 — c4 — 1, b2 = a2, a~ l ha = b ~ l , ac = ca, bc = cb), (p = 2, 
n = 2);

7) G = (a, b , — &4 = 1, c2 = b2, a~ l ba = b ~ l , ac = ca, c~l bc = ba2), {p = 2,
n = 2);

8) G =  (a, b , c, <7|ä4 = è 2 = 1 , c2 = d2 = a2, b ~l ab = a3, c~ l de = d^, ac = ca,
ad= da, bc = cb, bd= db), (p = 2, n = 1 );

9) G = (a, b, e, d\a4 = b4 = 1, c2 — b2, d2 = a2, a~ l ba = b ~ l , ac = ca,
b ~ l cb = co2, a~ l da = da2b2, bd=db,  c~xdc — db2), (p = 2, n = 2 ).

N ota. Il gruppo n. 4) del suddetto Teorema 2 coincide col gruppo n. 3) del Teore
ma 1 di [3], salvo il cambiamento del sistema di generatori.
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