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Rend. Mat. Ace. Lincei 
s. 9, v. 5:11-22 (1994) 

Logica matematica. — Una proposta di teorie base dei Fondamenti della Matematica. 
Nota di ENNIO D E GIORGI, MARCO FORTI e GIACOMO LENZI, presentata!*) dal Socio 
E. De Giorgi. 

ABSTRACT. — Introducing basic theories for the Foundations of Mathematics. Some basic theories of the 
Foundations of Mathematics are proposed, which take as primitive concepts the notions of natural num
ber, collection, quality, operation and relation; the operations and relations we consider can be more or less 
complex: the natural number indicating the degree of complexity is called arity. A high degree of self- refer
ence is reached in the theories we consider. 

KEY WORDS: Foundations; Operation; Relation; System; Basic-theory. 

RIASSUNTO. — Vengono proposte alcune teorie base dei Fondamenti della Matematica che assumono 
come concetti primitivi i concetti di numero naturale, collezione, qualità, operazione e relazione; le opera
zioni e le relazioni considerate possono essere più o meno complesse: il numero naturale che indica il grado 
di complessità è detto arietà. Nelle teorie considerate è raggiunto un alto grado di autoreferenza. 

0. INTRODUZIONE 

Recentemente sono state proposte diverse teorie dei Fondamenti della Matematica, 
nelle quali si cercava di raggiungere un alto grado di autoreferenza e una presentazione 
dei diversi concetti matematici vicina alla comune intuizione e alla tradizione matemati
ca (cfr. [8,10-12,14,18,19]). In particolare in queste teorie non si riducevano tutti i 
concetti matematici ad un unico concetto primitivo, ma si cercava piuttosto di introdur
ne diversi (numero, qualità, relazione, operazione, collezione) collegati da assiomi il più 
possibile vicini all'uso comune e alla tradizione matematica e tali da poter garantire il 
più alto grado possibile di autoriferimento della teoria stessa. Un'analisi critica di que
ste teorie ha messo in evidenza l'opportunità di separare un nucleo iniziale molto ridot
to (che chiameremo «teoria base») su cui sia possibile «innestare» tutte le teorie mate
matiche note. Nelle teorie base che proponiamo in questa Nota ammettiamo per ogni 
intero n l'esistenza di oggetti aventi arietà n (intuitivamente l'arietà di un oggetto è l'in
dice della sua complessità). Per chi ricerchi possibili interpretazioni filosofiche della 
teoria base questo equivale ad ammettere l'esistenza di «realtà» molto complesse. 

Le teorie base hanno il vantaggio di essere delle teorie abbastanza semplici sulla cui 
coerenza (cioè non contradditorietà) non possono esistere dubbi, almeno per chi crede 
nella coerenza della parte più elementare dell'aritmetica. Questa sicurezza è un valido 
punto di partenza per la discussione sulla coerenza delle teorie matematiche più avan
zate che possono essere innestate sulle teorie base. Infatti, una volta assunti gli assiomi 
di una teoria base, dovrebbe essere facile «innestare» in modo naturale su tale teoria le 
più complesse teorie matematiche (per esempio le varie teorie degli insiemi, le logiche 
modali, l'Analisi standard e quella non-standard, ecc.). 

(*) Nella seduta del 18 giugno 1993. 
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Forse sulle stesse teorie base sarà possibile anche l'innesto di teorie non strettamen
te matematiche, e per facilitare la collaborazione a questa ricerca di studiosi di varie di
scipline scientifiche ed umanistiche, abbiamo cercato di presentare la teoria base in un 
linguaggio informale più vicino possibile al linguaggio comune; in altra sede (vedi [15]) 
si mostra che gli assiomi introdotti informalmente possono essere formalizzati nel lin
guaggio del Calcolo dei Predicati del primo ordine. Vi è infine la speranza, forse remota 
ma non manifestamente infondata, che sulle teorie base ora esposte possano in futuro 
«germogliare» teorie scientifiche e filosofiche interessanti ed originali. Per questo oc
corre notare che le teorie base sono teorie «qualitativamente aperte» che non escludo
no l'esistenza di oggetti «qualitativamente» diversi dagli oggetti fondamentali introdotti 
dalla teoria, cioè qualità, collezioni, numeri naturali, relazioni e operazioni. Possiamo 
dire che l'idea generale che ispira questo lavoro è la filosofia sostanzialmente antiridu
zionista espressa da Shakespeare con le parole di Amleto a Orazio «vi sono più cose tra 
cielo e terra di quante ne sogni la tua filosofia» (Amleto, atto I, scena V). Osserviamo 
infine che questa Nota, pur tenendo conto di molte ricerche logico-matematiche prece
denti, è scritta in forma del tutto autosufficiente in modo da poter esere letta e compre
sa perfettamente anche da chi ignora tutte le teorie fondazionali classiche e moderne 
citate in Bibliografia [1-7,9,13,16,17,20-23] comprese le teorie dei fondamenti espo
ste in [8,10-12,14,18,19]. 

1. QUALITà, COLLEZIONI, RELAZIONI E OPERAZIONI 

Nell'esposizione informale della nostra teoria chiamiamo oggetti tutte le entità di cui 
parla la teoria, assumiamo come primitive le nozioni di qualità, collezione, relazione (bi
naria, ternaria, ecc.) e operazione (semplice, binaria, ecc.) e adottiamo le seguenti 
notazioni: 

se q è una qualità e x è u n oggetto, scriviamo q x per «x gode della qualità q»; 

se C è una collezione e A: è un oggetto scriviamo x eC per «x appartiene alla colle
zione C», oppure «x è un elemento della collezione C»; scriviamo x £ C per dire che x 
non appartiene alla collezione C; 

se r è una relazione binaria e x e j sono due oggetti, scriviamo rxy per «x è nella re
lazione r con y»; per esempio, la frase «Roma è più popolata di Frascati» esprime una 
relazione binaria r tra x, cioè Roma, e y, cioè Frascati; 

se p è una relazione ternaria ex, y e z sono oggetti, scriviamo pxy z per «x è nella re
lazione p con y e z»; un esempio è la frase «A Francesco piace più il formaggio del pro
sciutto» ove x è Francesco, y è il formaggio e z è il prosciutto; 

se T è una relazione quaternaria e x, y, ? e iq sono oggetti, scriviamo r x y ? r\ per «x è 
nella relazione T con y, Ce rj»; un esempio è la frase «Roma è più vicina a Milano di quan
to Parigi sia vicina a Mosca», con x = Roma, y = Milano, £ = Parigi e rj = Mosca. 

Analogamente per una generica relazione /z-aria a scriveremo <xxi...x„ per dire che 
gli oggetti Xi,... ,xn sono nella relazione a. 
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Passiamo alle operazioni, di cui si hanno importanti esempi anche nell'aritmetica 
elementare, come le operazioni binarie di addizione di due numeri, sottrazione e molti
plicazione, o l'operazione semplice che associa ad un numero n il suo successore n + 1. 
Notiamo che in generale, per operazioni con più di un argomento, il risultato dipende 
dall'ordine degli argomenti; per es. si consideri l'operazione binaria di potenza di 
numeri naturali, Pot, tale che Pot m n = mn! ; si ha Pot 23 = 23 = 8 che è diverso da 
Pot 32 = 32 = 9. 

S e / è wx\ operazione semplice ex ey sono oggetti, scriviamo y = fx per «l'operazione f 
trasforma x in y»; 

se 9 è un'operazione binaria ex, y ez sono oggetti, scriviamo z = <p x y per «l'operazio
ne <p prende prima l'oggetto x, poi l'oggetto y e dà come risultato z». 

Analogamente si procede per le operazioni h-arie con h > 2 scrivendo, per ogni 
operazione h -aria ^, w = <pXi...X}, se w è il risultato di <p calcolata sugli argomenti 
X\ , . . . , Xjj . 

2. PRIMI OGGETTI FONDAMENTALI 

Tra gli oggetti di diversa specie considerati indichiamo ora alcuni «oggetti fonda
mentali» e diamo alcuni assiomi che ne precisano il ruolo nella teoria base. Introducia
mo anzitutto alcune qualità corrispondenti ai tipi di oggetti considerati nel §1; questa 
corrispondenza è affermata dagli assiomi A1-A7. 

Introduciamo anzitutto la qualità di essere una collezione, Qcoll: 

Al. Qcoll è una qualità; per ogni oggetto C si ha Qcoll C se e solo se C è una 
collezione. 

Analogamente procediamo per gli altri tipi di oggetti; la qualità di essere una rela
zione binaria è Qrelb: 

A2. Qrelb è una qualità; per ogni oggetto r si ha Qrelb r se e solo se r è una relazione 
binaria. 

La qualità di essere una relazione ternaria è Qrelt: 

A3. Qrelt è una qualità; per ogni oggetto p si ha Qrelt p se e solo se p è una relazione 
ternaria. 

La qualità di essere una relazione quaternaria è Qrelq: 

A4. Qrelq è una qualità; per ogni oggetto r si ha Qrelq r se e solo se r è una relazione 
quaternaria. 

La qualità di essere un'operazione semplice è Qops: 

A5. Qops è una qualità; per ogni oggetto f si ha Qops f se e solo se f è un'operazione 
semplice. 
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La qualità di essere un'operazione binaria è Qopb: 

A6. Qopb è una qualità; per ogni oggetto <p si ha Qopb <p se e solo se cp è un'operazione 
binaria. 

Infine abbiamo la qualità di essere una qualità, chiamata Qqual, caratterizzata dal
l'assioma seguente: 

A7. Qqual è una qualità; per ogni oggetto q si ha Qqual q se e solo se q è una 
qualità. 

Osserviamo che l'assioma A7 implica Qqual Qqual, cioè la qualità Qqual è goduta 
da se stessa; questo è il primo esempio di autoriferimento nella nostra teoria. 

H prossimo passo è l'introduzione di alcune relazioni fondamentali che descrivono il 
comportamento degli oggetti di arietà più bassa. Anzitutto introduciamo la relazione 
fondamentale degli oggetti unari, Rfun: 

A8. Bfun è una relazione binaria. Per ogni qualità q e per ogni oggetto x si ha Rfun q x 
se e solo se q x. 

Per ogni collezione C e per ogni oggetto x si ha Rfun C x se e solo se x eC. 

Come abbiamo fatto per gli oggetti unari introduciamo la relazione fondamentale de
gli oggetti binari, Rfbin: 

A9. Rfbin è una relazione ternaria. Per ogni relazione binaria r e per ogni x} y si ha 
Rfbin r x y se e solo se r x y. 

Per ogni operazione semplice f e per ogni x, y si ha: Rfbin f x y se e solo se y =f x. 

Si noti che un'operazione semplice è in realtà un oggetto binario in quanto collega 
due oggetti, argomento e risultato. Analogamente consideriamo le operazioni binarie 
come oggetti ternari, ecc. 

La terza relazione fondamentale è quella degli oggetti ternari. Rfter: 

AIO. Rfter è una relazione quaternaria. Per ogni relazione ternaria p e per ogni x, y, z si 
ha Rfter p x yz se e solo se p x y z. 

Per ogni operazione binaria <p e per ogni x, y, z si ha Rfter <p x y z se e solo se z = <p x y. 

Dopo l'introduzione di Rfbin e Rfter l'univocità delle operazioni semplici e binarie 
può essere espressa dall'assioma seguente: 

Al i . Se f è un'operazione semplice allora Rfbin f x y insieme a Rfbin f x y' implica 
y =yf. Se <p è un'operazione binaria allora Rfter <p x y z insieme a Rfter <p x y zf implica 

r 
Z — Z . 

Relazioni ancora più complesse delle precedenti verranno introdotte in seguito, do
po i numeri naturali; in questo primo capitolo introduciamo solo altri oggetti molto 
semplici, cominciando dall'operazione identità, Id: 

All. Id è un'operazione semplice. Per ogni oggetto x si ha Idx = x. 
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Infine introduciamo la collezione universale, V, la collezione vuota, 0, e la collezione 
delle collezioni, Coli: 

A13. V, 0 e Coli sono collezioni. Per ogni oggetto x si ha x e V,x $ 0,mentrex e Collsee 
solo se x è una collezione. 

Dall'assioma precedente seguono le relazioni autoreferenziali Coli E Coli, V e V e 
le relazioni di «mutua referenza» V e Coli, Coli E V. 

Prima di enunciare l'assioma di estensionalità delle collezioni, introduciamo la con
sueta notazione dell'inclusione: se C, C sono collezioni, scriviamo C cC se ogni og
getto appartenente a C appartiene anche a C\ Dopo di ciò diamo l'assioma di 
estensionalità: 

A14. Se C e C sono collezioni, e si ha simultaneamente CçCf, C'cC allora 
C = C. 

3. ARITMETICA ELEMENTARE 

Per inserire nella teoria base la parte più elementare dell'Aritmetica introduciamo 
anzitutto la collezione dei numeri naturali, che seguendo l'uso comune indicheremo 
con N, e perciò cominciamo con l'enunciare l'assioma: 

Bl. N è una collezione. 

Stabiliamo poi alcune notazioni utili per scrivere concisamente assiomi che riguar
dano operazioni. Se / è un'operazione semplice e x è un oggetto, scriviamo / \x per 
«esiste un y tale che y = fx»; se <p è un'operazione binaria ex ey sono oggetti, scriviamo 
<p\x y per «esiste uno z tale che z — <px y». S e / è un'operazione semplice e y è un ogget
to, scriviamo/1y per «esiste un x tale che y =fx», infine se <p è un'operazione binaria e 
z è un oggetto, scriviamo <p\,z per «esistono un x e un y tali che z = <p x y». 

Descriviamo poi alcune operazioni aritmetiche (addizione, moltiplicazione, sottra
zione) cominciando datò?addizione di due numeri naturali, che chiameremo Nadd, per la 
quale diamo gli assiomi: 

B2. Nadd è un'operazione binaria. 

B3. Naddîx y se e solo se x e N e y e N'. Se Nadd[z allora z e N. 

Nella trattazione dell'operazione Nadd adottiamo l'usuale notazione: x+y = 
= Nadd x y. 

I seguenti assiomi esprimono alcune proprietà elementari dell'addizione: 

B4. (associatività) {x + y) + z = x + (y + z). 

B5. {commutatività) x +y =y +x. 

B6. (proprietà del numero zero) Esiste z E N tale che per ogni x e N si ha 
X + z = x. 
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Lo z dell'assioma precedente risulta unico per l'assioma B5 e sarà denotato con l'u-
suale simbolo 0. 

La seconda operazione fondamentale sui numeri naturali è la moltiplicazione, che 
indichiamo con Nmult e soddisfa gli assiomi seguenti: 

B7. Nmult è un'operazione binaria. 

B8. Nmult\x y se e solo sexeNeyeN.Se Nmult lz allora z e N . 

Nella trattazione dell'operazione Nmult adottiamo l'usuale notazione: xy = Nmult x y. 
I seguenti assiomi esprimono alcune proprietà elementari della moltiplicazione: 

B9. (associatività) (xy)z = x(yz). 

B10. (commutatività) xy =yx. 

Bll . (distributività rispetto alla somma) x(y + z) = (xy) + (xz) 

B12. (proprietà del numero uno) Esiste ueN tale che per ogni x e N si ha 
ux = x. 

H numero u dell'assioma precedente risulta unico per l'assioma B10 e sarà denotato 
con l'usuale simbolo 1. Come al solito poniamo 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1 ecc. 

Oltre alle operazioni di addizione e moltiplicazione, i numeri interi possiedono un 
ordinamento naturale, secondo il quale 0 precede 1, 1 precede 2, ecc.; a tale ordina
mento ci si riferisce nella frase «x è minore o uguale a y». Perciò nella nostra teoria con
sideriamo la relazione Nord ^ordinamento naturale dei numeri naturali) che soddisfa gli 
assiomi seguenti: 

B13. Nord è una relazione binaria. Se Nord x y allora x e N e y e N . 

Secondo l'uso comune scriviamo x ^ y per Nord x y. Scriviamo inoltre x < y per 
x ^ y ed x ^ y. 

Due prime proprietà di Nord sono le seguenti: 

B14. (connessione) Per ogni x e y appartenenti a N si ha x ^y oppure y ^ x. 

B15. (antisimmetria) Se x^y e y ^ x allora x = y. 

Diamo ora un assioma che collega Nord con Nadd: 

B16. Se x, yeN allora x<y se e solo se esiste un psN tale che p^O e y=x+p. 

Dagli assiomi precedenti segue: 

1) Nord è transitiva, cioè per ogni x, y, zeN se x ^y e y ^z allora x ^ z, 

2) per ogni x, yeN si ha x ^ j se e solo se esiste h e N tale che y-x+h, 

3) 0 è il minimo elemento di N rispetto a Nord, cioè 0 ^ x per ogni x e N. 

Infine postuliamo che l'uno è il successore immediato dello zero; 

B17. 0 < 1 e per nessuno zeNsihaO<z<l. 
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Accanto alla somma di numeri naturali possiamo considerare la sottrazione fatta 
nell'ambito dei naturali, Nsub, caratterizzata dai seguenti assiomi: 

B18. Nsub è un'operazione binaria. Nsub\x y se e solo sexeN,yeNey ^x. Se 
Nsub\z allora zeN. 

B19. z = Nsub x y se e solo se x = y + z. 

Adotteremo poi la solita notazione N sub x y = x — y. Osserviamo che la teoria dei 
numeri naturali ora esposta è molto debole (mancano per es. la divisione, la potenza, 
l'assioma d'induzione) ma è abbastanza forte per non possedere modelli finiti. Si po
trebbero considerare teorie ancora più deboli, che posseggono modelli finiti, ma esse 
non sono comode come base su cui innestare il resto dell'Aritmetica. 

4. ARIETà E MUTUE REFERENZE TRA RELAZIONI FONDAMENTALI 

L'introduzione nel §3 dei primi elementi dell'Aritmetica consente di unificare ed 
estendere i concetti introdotti nel §2 e di formalizzare la nozione di «complessità» (o 
«arietà») usata informalmente nei §§1, 2. Anzitutto formalizziamo le nozioni generali 
di relazione e operazione (di arietà qualunque) mediante le due qualità Qrel e 
Qop: 

Ci. Qrel e Qop sono qualità. Qrelx se e solo se x è una relazione. Qop x se e solo se x è 
un'operazione. 

Passiamo ora agli assiomi sulTarietà introducendo l'operazione Ar (e in particolare 
determiniamo l'arietà degli oggetti considerati nei §§1, 2, 3): 

C2. Ar è un'operazione semplice che gode delle proprietà seguenti: 

a ) Per x e N si ha Ar x — 0. 

b) Per ogni qualità q e per ogni collezione C, Ar q = Ar C = 1. 

e) Sia r una relazione. Allora Ar r = h se e solo se r è una relazione h-aria. In partico
lare Ar r — 2 (3, 4) se e solo se r è binaria {ternaria, quaternaria rispettivamente). 

d) Sia f un'operazione. Allora Arf= h 4- 1 se e solo se f è un'operazione h-aria. In 
particolare Ar f= 2 (3) se e solo se f è semplice {binaria rispettivamente). 

Osserviamo che gli assiomi che abbiamo introdotto escludono che un oggetto possa 
avere simultaneamente due arietà, essere p. es. sia una collezione che un'operazione, o 
una relazione sia binaria che ternaria. Invece non è finora escluso che un oggetto sia si
multaneamente una qualità e una collezione, o una relazione binaria e un'operazione 
semplice, ecc. Non è neppure escluso che esistano oggetti la cui arietà non è un numero 
naturale. Infine non è escluso che oltre ai numeri naturali ci siano altri oggetti di arietà 
0, oltre alle qualità e alle collezioni altri oggetti di arietà 1, ecc. Questa libertà può esse
re utile per l'«innesto» sulle teorie base dei diversi rami della Matematica, ed eventual
mente di altre teorie non matematiche. Per esempio questa libertà potrebbe risultare 
utile a chi volesse innestare sulla teoria base le logiche infinitarie. 
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Volendo poi realizzare teorie abbastanza semplici ma ugualmente più ricche sul pia
no della complessità delle usuali teorie insiemistiche, che in sostanza ammettono solo 
oggetti di arietà 1, e di teorie tipo Lambda-Calcolo o algebre combinatorie e relaziona
li, che in sostanza trattano oggetti di arietà 2, stabiliamo che per ogni numero naturale h 
esiste almeno un oggetto di arietà h e che gli oggetti di arietà più alta descrivono l'azio
ne degli oggetti di arietà più bassa. Introduciamo perciò l'operazione generatrice di re
lazioni fondamentali, Rfond: 

C3. Rfond è un'operazione semplice che gode delle proprietà seguenti: 

a) Per ogni numero naturale h > 0 esiste Rfond h ed è una relazione di arietà 
h + 1. 

b) Rfond h axì...X}) implica Ara = h. 

e) Rfond 1 = Rfun} Rfond 2 = Rfbin e Rfond 3 = Rfter. 

d) Per ogni relazione p di arietà h e per ogni xìy...,x^ si ha: pxi... xj, se e solo se 
(Rfondh) pxi ...x^. 

e ) Per ogni operazione f di arietà h + 1 e per ogni xx,..., x^, y si ha 
[Rfond(h + 1 )) fx1...xj,y se e solo se y = fxi^.x^. 

OSSERVAZIONE. L'assioma C3 afferma l'esistenza di Rfond h quando h è un numero 
naturale maggiore di 0 ma non esclude che Rfond sia definita anche su altri 
argomenti. 

Spesso useremo la notazione: a\\xx... x^, da leggersi «a agisce su xY,..., x^» invece 
di (Rfond h) axl...xh. Dagli assiomi segue che Fazione così definita è quella usuale per 
qualità, relazioni, operazioni e collezioni: ad es. per ogni qualità q e per ogni x si ha: 
q\!\x se e solo se qx. 

Estendiamo anche la notazione dell'inclusione tra oggetti aventi la stessa arietà h 
ponendo aC/3 se, per ogni Z\>... ,Zh, a j ì z i . . . ^ implica /3 | ìzi . . . zh. 

Estendiamo inoltre ad oggetti £-ari la notazione della freccia in alto e quella della 
freccia in basso, ponendo a \Xi... xj, _ i se esiste un x^ tale che a [\Xi . . .x^ea [xj, se esi
stono Xi,..., Xfj _ ! tali che a j ìxx. . . x^. In particolare questo estende a tutti gli oggetti di 
arietà 2 le notazioni a\x e a[y introdotte nel §3 per le operazioni semplici. Partendo 
da tali notazioni possiamo esprimere l'univocità delle operazioni mediante l'assio
ma: 

C4. Se f è un'operazione di arietà h + 1, f l\xx ... x^y, f [\Xi ...x^z allora 
y =z. 

5. SISTEMI FINITI 

La nozione di sistema finito che introduciamo in questo paragrafo comprende le 
nozioni di coppia ordinata, quaterna ordinata, .... n-uph ordinata, la nozione di sostitu
zione su un numero finito di elementi e vari altri concetti della Matematica e della vita 
comune ove vengono messi in relazione alcuni oggetti con alcuni indicatori. Per esem-
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pio si pensi al codice fiscale, alle targhe automobilistiche o alle etichette delle bottiglie 
di vino (quest'ultimo è un esempio di indicizzazione non univoca, se le etichette non so
no numerate). I sistemi finiti hanno tutti arietà 2, e formano una collezione che indiche
remo col simbolo Sif tra essi vi sono i sistemi univoci, cioè quelli in cui l'indicatore (o 
indice) determina univocamente l'oggetto indicato, che formano la collezione Siuf. 
Possiamo quindi dare i primi assiomi sui sistemi finiti. 

DI. Sif e Siuf sono collezioni e Siuf e Sif; per ogni x G Sif si ha Ar x = 2. 

D2. (Estensionalità di Sif) Se x, y G Sif xçy, y ex allora x = y. 

D3. {Caratterizzazione di Siuf) x G Siuf se e solo se x G Sif e inoltre, per ogni y, z, z', le 
due condizioni x\,\yz, x\,\yz' implicano z = zr. 

Gli assiomi precedenti non garantiscono ancora l'esistenza di qualche sistema finito; 
per garantirla conviene introdurre il seguente assioma di esistenza di sistemi 
«singolari»: 

D4. Per ogni x, y esiste S G Siuf tale che S^z se e solo se z = x, e S[t se e solo se 
t=y. 

OSSERVAZIONE. Per l'assioma di estensionalità il sistema considerato nell'assioma 

D4 è determinato da x e y e sarà indicato col simbolo ( |. Per introdurre accanto ai si-

stemi singolari altri sistemi più complessi e in particolare le coppie, terne, ecc. conviene 
introdurre l'operazione di unione di due oggetti binari. Essa sarà indicata con Unb e ca
ratterizzata dal seguente assioma: 

D5. Unb è un'operazione binaria. Unb ìxy se e solo se Arx = Ary = 2; se z = Unb x y 
allora Arz — 2e per ogni u, v si ha: zìi uv se e solo se è verificata almeno una delle condi
zioni x\,\uv e y[\uv. Quando x, y G Sif anche Unb xy G Sif 

Anche per l'unione binaria possiamo usare le notazioni usuali e scrivere x U y per 
Unb x y; in particolare, per l'estensionalità di Sif se x, y sono sistemi finiti, si ha x Cy se 
e solo se x U y = y. 

Oltre all'unione binaria agiscono sui sistemi finiti l'operazione semplice di inversio
ne di sistemi, Invs, e l'operazione binaria di composizione di sistemi, Comps, caratteriz
zate dagli assiomi seguenti: 

D6. Invs è un'operazione semplice. Sono equivalenti le tre condizioni : Invs^x, lnvs\,x, 
x sSif. Per ogni x G Sif e per ogni u, v si ha (Invs x)[/\uv se e solo se xlìvu. 

Per l'estensionalità di Sif l'assioma determina univocamente per ogni sistema finito 
x il sistema inverso Invs x, che sarà indicato col simbolo x ~1. 

Passando all'operazione Comps abbiamo l'assioma: 

D7. Comps è un'operazione binaria. Comps \xy se e solo sex, y G Sif; Compsiz se e solo 
se z G Sif. (Comps x y)l1uw se e solo se esiste un t tale che x[]tw e y\\ut. 
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Anche in questo caso l'estensionalità di Sif ci assicura che la composizione di due si
stemi finiti x, y è univocamente determinata dall'assioma D7: essa sarà indicata con l'u
suale notazione xoy. 

Seguendo le notazioni usuali nel caso delle /z-uple, se x è un sistema univoco scrive
remo xh = w per xl\hw. Diremo anche che h è un indice del sistema x quando x\h e di
remo che j è un valore del sistema x quando x[y. Useremo poi le notazioni mutuate 
dalla teoria dei gruppi di sostituzioni: 

(IKK)' ITKKK)-
OSSERVAZIONE. Componendo I l e i 1 si ottiene il sistema vuoto (unico per l'as

sioma di estensionalità dei sistemi) che verrà indicato col simbolo 02. H simbolo è giusti

ficato dall'analogia con la collezione vuota 0: 02 è un oggetto binario vuoto (ma non è det

to che sia l'unico, potrebbero esserci ad esempio varie relazioni oppure operazioni 

vuote). . , 
Casi particolari di sistemi univoci sono le 1-uple, cioè i sistemi del tipo I 1, che 

indicheremo anche con [x], le coppie ordinate (x,y) = ( , le terne (x,y,z) = 
(1 2 3\ \ x y l 

= , ecc. 
\x y z)y 

Introduciamo ora le collezioni Vn delle /z-uple, definite dall'assioma seguente: 

D8. Per ogni n, Vn è una collezione. Alla collezione V° appartiene soltanto 02 ; per ogni 
n e N,n > Osi hax e Vn se e solo se x e Siufe gli indici di x sono tutti e soli i numeri natu
rali da 1 a n. 

Conviene anche introdurre un assioma di esistenza di #-uple come il seguente: 

D9. Per ogni n e N esiste Vn-upla ( 1,.. . ,n). 

OSSERVAZIONE. Non avendo introdotto nelle teorie base alcun tipo di assioma d'in
duzione potremmo dimostrare separatamente i vari casi particolari dell'assioma D9 per 
n = 1, 2, 3, ... ma non possiamo dimostrare in generale l'assioma stesso, che nelle teo
rie base appare quindi indipendentemente dagli altri assiomi. 

Concludiamo questo paragrafo con un assioma che esprime la «finitezza» dei siste
mi associando ad ogni sistema un numero naturale che funge da «cardinalità» del 
sistema: 

DIO. Per ogni sistema s esistono un numero naturale n e due n-uple x, y tali che s = 
= yox~1. Inoltre tra tali n ce ne uno minimo. 

Tale numero minimo sarà detto cardinalità del sistema s e indicato col simbolo Card s. 
Si noti che la prima parte dell'assioma DIO non è sufficiente per dimostrare, a partire 
dagli assiomi del §3, l'esistenza di un minimo n, in quanto non abbiamo l'assioma di in
duzione. Sempre per la mancanza dell'assioma di induzione è opportuno introdurre il 
seguente assioma: 
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D l l . Sia s =yox~1, x,y eVn ; allora Card s = n se e solo per \ ^ i <j ^n si ha 

sempre ^ 

H significato dell'assioma D l l è il seguente: se n è la cardinalità di s = y ox " * allora 5 

è unione di n sistemi singolari tra loro distinti I ] , . . . , ] . Dagli assiomi D9, 10, 11 se

gue tra l'altro che gli interi da 1 a k non possono essere in corrispondenza biunivoca con 

quelli da 1 a h per h ^ k. 

6. L E RELAZIONI UNIVERSALI 

Introduciamo ora un nuovo oggetto altamente autoreferente e di alto potere de
scrittivo che «assorbe» tutte le relazioni Rfond h, cioè l'operazione generatrice di rela
zioni universali Runiv, caratterizzata dall'assioma seguente: 

E. Runiv è un'operazione semplice avente le seguenti proprietà: 

a) Sehe.N,h>0ez = Runiv h allora z è una relazione di arietà h + 2. 

b) Se {Runiv h)\,\xi ...xhyt allora x{ = i per 1 ^ / ^ h. 

e) Se {JRunivh)\f
J[\...hyt, Ary = h N , ^ l , allora te Vk. 

d) Se Ar y = k N , k^ 1 allora (Runiv h)|ì 1... hy (xx...x^) se e solo se y J,î*j...x^. 

L'idea ispiratrice delle teorie base è quella di garantire l'esistenza della relazione 
Runiv k per k abbastanza grande in modo che la Runiv ky che è dotata di un grandissimo e 
«pericoloso» contenuto autoreferenziale, abbia una complessità sufficiente per proteg
gere la teoria base, e gli «innesti» delle più note teorie matematiche che su di essa si pos
sono compiere, dai rischi di antinomie dei tipi studiati in [8,18,19]. Perciò l'assioma fon
damentale di una teoria base dipenderà da un prefissato numero naturale v > 0 e garanti
rà l'esistenza di Runiv k per k ^ v. Fissato quindi v, ad esso associamo l'assioma: 

Fv. Per ogni k e N, se k ^ v allora esiste Runiv k. 

La teoria avente gli assiomi ABCDEFV sarà chiamata TBV (teoria base v-aria). Come si 
mostrerà in [15], Fv è la «chiave di volta» della teoria ed è essenziale per garantire la finita 
assiomatizzabilità e un alto grado di autodescrizione della teoria stessa. Notiamo che dal
le condizioni k ^ v > 0 segue che Runiv k ha arietà maggiore di 2 e quindi non rischia di 
essere confuso con gli oggetti di arietà 0, 1 e 2 propri della Matematica tradizionale. 

Ricerca parzialmente finanziata dai fondi 40% MURST «Logica Matematica e Applicazioni». 
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