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Geometria differenziale. — Campi di vettori e numeri caratteristici su varietà iper
kahleriane e quaternionali kàhleriane. Nota di PAOLO PICCINNI, presentata!") dal So
cio E. Martinelli. 

ABSTRACT. — Vector fields and characteristic numbers on hyperkàhler and quaternion Kâhler manifolds. 
We announce some properties of quaternionic infinitesimal automorphisms, in particular a formula of 
Bott type relating their zeroes with symplectic Pontrjagin numbers. 

KEY WORDS: Infinitesimal automorphism; Hyperkàhler manifold; Quaternion Kahler manifold. 

RIASSUNTO. — Si annunciano alcuni risultati relativi agli automorfismi infinitesimali quaternionali, 
in particolare una formula di tipo Bott che lega i loro zeri con i numeri simplettici di Pontrjagin. 

Tra le possibili classi di varietà dotate di strutture di tipo quaternionale quelle che 
negli ultimi anni hanno attratto più attenzione sono le varietà iperkahleriane e le varie
tà quaternionali kàhleriane, definite come varietà riemanniane (M, g) di dimensione An 
con gruppo di olonomia contenuto rispettivamente in Sp{n) e in Sp(n)Sp(l). Poiché 
Sp{n) cSU(2n), le varietà iperkahleriane risultano kàhleriane complesse e Ricci-piatte. 
Per n = 1 esempi compatti sono tori e superfici K3 (su cui una metrica con olonomia 
Sp(l) = SU(2) è data dal teorema di Calabi-Yau); varietà iperkahleriane compatte con 
n ^ 2 si costruiscono di conseguenza (cfr. [1, 2]). Gli spazi proiettivi quaternionali 
HPn non ammettono invece alcuna struttura Sp(n). La considerazione di Sp(n)Sp(l), 
sottogruppo massimale di SO(4n), come gruppo strutturale di una più ampia classe di 
varietà quaternionali fu proposto da E. Martinelli [6, 7]; questa scelta permette di 
includere, oltre alle varietà iperkahleriane e ad HPn, vari esempi notevoli di varietà 
riemanniane simmetriche e non simmetriche [2]. Benché non si richieda l'integrabili
tà della struttura quaternionale (il che per un teorema di S. Marchiafava [5] restrin
gerebbe la classe alle sole varietà localmente proiettive quaternionali), e benché le va
rietà quaternionali kàhleriane non ammettano generalmente alcuna struttura quasi 
complessa, ne esiste una canonica e integrabile sullo spazio dei twistors e ciò consente il 
loro studio con metodi di geometria complessa (cfr. [2, 12, 13]). 

In questa Nota, preliminare al più ampio lavoro [10], presentiamo alcuni 
risultati relativi all'esistenza di automorfismi infinitesimali su varietà iperkahleriane 
e quaternionali kàhleriane, nonché una formula che lega zeri di automorfismi 
infinitesimali e numeri simplettici di Pontrjagin. Le G-strutture considerate sono 

relative ai gruppi Sp(n) e Sp(n)Sp{\) ovvero, quando si voglia tralasciare la metrica, 
ai gruppi GL(n, H) e GL(n, H)Sp(ì). Gli automorfismi di queste quattro G-strutture, 
tutte di tipo finito, costituiscono gruppi di Lie, gli automorfismi infinitesimali 

(*) Nella seduta del 9 maggio 1992. 
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prime due scelte algebre di Lie; denoteremo quest'ultime con a(M,g) per le 

del gruppo G e con ct(M) per le ultime due. 

1. Rimandiamo a [4] per la teoria generale degli automorfismi infinitesimali di G-

strutture, che qui ci interessano su varietà An -dimensionali M relativamente ai quattro 

gruppi sopra menzionati. Ricordiamo [2] che assegnare una struttura GL(n, H) su M 

equivale a definire I, J, K e E n d T M con I2 = J2 = K2= -id, IJ = -}I = K, ...; le 

strutture GL(n, H)Sp(l) corrispondono invece a sottofibrati vettoriali H e End TM lo

calmente generati da terne {/, / , K} del tipo detto e legate tra loro da matrici di SO(3). 

In entrambi i casi le {I, / , K}, rispettivamente globali e locali, sono strutture quaternio-

nali ammissibili e ogni al + ffl + yK, (con a, ft, y G R e valendo a2 + ft2 + y2 = 1) è 

una struttura complessa ammissibile. Nelle strutture Spin) e Sp(n)Sp(l) si aggiunge una 

metrica g hermitiana rispetto a ogni struttura complessa ammissibile, e si hanno varie

tà iperkâhleriane e quaternionali kàhleriane se e solo se è rispettivamente VI = V/ = 

= VX = 0 ovvero VH = 0 rispetto alla connessione di Levi Civita. 

2. Su (M,g) iperkàhleriana consideriamo le algebre di Lie Ct(M) e a(M,g) sopra 

definite e ï(M,g) dei campi di Killing. Dalla struttura kàhleriana complessa e Ricci 

piatta di M si ha: 

TEOREMA 1. Se M è iperkàhleriana compatta, risulta Ct(M) = d(M,g) = ï(M,g). Se 

inoltre è Ct(M) & 0, M è localmente isometrica al prodotto di un toro iperkâhleriano T e di 

varietà iperkâhleriane irriducibili compatte con olonomia Spini). 

Essendo ogni f G a(M) = ï(M, g) parallelo, da Ct(M) T* 0 segue infatti l'invarianza 

per olonomia dei campi di rette generati, e da ciò l'esistenza del toro T nella decom

posizione di de Rham e Polonomia Spini) per gli altri fattori, necessariamente non sim

metrici. La presenza del fattore T implica: 

COROLLARIO. Sia M iperkàhleriana compatta con Ct(M) ^ 0. Allora ogni struttura 

complessa ammissibile su M ha numeri di Chern nulli. 

3. Se (M, g) è quaternionale kàhleriana, consideriamo Vf e T(M, End TM), 

Vf: XmeTmM-^VxJs TmM. Vale la seguente: 

PROPOSIZIONE 1. f e Ct(M) se e solo se Vf si rappresenta, in riferimenti quaternionali 

unitari, con matrici di gl(«, H) © §p( l ) e gl(4«, R). Similmente f G ct(M, g) se e 

solo se Vf si rappresenta, negli stessi riferimenti, con matrici di èpin) © §p(l) . 

Dalla armonicità della 4-forma (globale) co = wj A w7 + OJJ A coj + oùk A cok, local

mente definita dalle forme di Kahler ojj, coj, coK di I,}, K, si ha d'altronde L,OJ - 0 per 

ogni f di Killing su M compatta. Ne segue: 

PROPOSIZIONE 2. & (M, g) £ quaternionale kàhleriana compatta, Ct(M, g) = 

= !(M,g). 
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Osserviamo che sulle (M, g) quaternionali kàhleriane può essere Ct(M) 5* Ct(M,g). 
Questo è il caso di HPn con la metrica di [7], per cui si ha ct(M ) = §l(n + 1, H) e 
a(M,g) = êp(» + 1). 

Vediamo ora il legame tra gli zeri degli ? G a(M, g) e i numeri caratteristici quater
nionali. Ricordiamo che la coomologia H* (BSpMSp^); R) è isomorfa a U[/i , . . . , /„ ,£] , 
essendo ja e H4a, k e H4 le d W simplettiche di Pontrjagin [11]. Esse sono ottenibili 
da forme di curvatura (Q, $): —» §p(n) © £>p(l) di una connessione compatibile con 
la struttura Sp(n)Sp(ì) di un fibrato vettoriale; precisamente si ha: 

1 + / i + ... +jH = SkD[(7 - Q/liz) A(I- ®/2n)ì = 

= 1 + <n (Om/dx)2 + ... + a-, (ÛÛ* )/(2TT)2« , * = $ A $/(2TT) 

essendo detp il determinante di Dieudonnè con segno, espressione polinomiale negli ele
menti della matrice hermitiana in parentesi di forme differenziali quaternionali, e 
o-j, ..., <J„ i relativi coefficienti del polinomio caratteristico> [9, 11]. 

In analogia con i casi complesso e riemanniano (cfr. Bott[3]), si ha qui: 

TEOREMA 2. Sia (M,g) quaternionale kàhleriana compatta e Ce Ct(M,g) con zeri isola
ti non degeneri. Sussiste la formula: 

oy .. .<v p^ = p r -Aa-
M 

âfo^ a! + 2a2 + ... + nan + ft = n e, rappresentando Vf secondo la Proposizione 1 con 
(0, 0) G §p(n) © §p(l), 5/ £ posto p = 00, mentre ipolinomi <jìy ...,<J„ sono valutati sul
la matrice hermitiana 66*. 

La condizione che gli zeri siano non degeneri esprime in essi Pinvertibilità di Vf, 
che ha per pfaffiano il denominatore a primo membro della formula. La dimostrazio
ne si basa sulla scrittura della forma integrata come differenziale di un'opportuna 
(4« - 1)-forma su M privata degli zeri di f. Nel calcolo locale, cui il teorema di Stokes 
riduce il computo del numero caratteristico, si usa l'esistenza locale di una struttura 
complessa integrabile ammissibile nella struttura GL(n, H)Sp(l). 

Nel caso iperkàhleriano, tenuto conto che c2a = ( — l ) a / a , c2a-\ = 0, si riottiene il 
corollario del n. 2. 

4. Ricordiamo che ogni (M4n, g) quaternionale kàhleriana è di Einstein per n ^ 2: 
r(X, Y) = sg(X, Y), con la curvatura scalare s = 0 per (M, g) localmente iperkàhleriana. 
Lo spazio dei twistors Z, fibrato di sfere associato ad H e End TM —» M rispetto a una 
metrica che renda ortonormali le {I, J, K} ammissibili, è dotato di una struttura com
plessa / integrabile e, se s ?* 0, di una struttura di contatto complessa 0 con nucleo la 
D e TZ orizzontale della connessione di Levi Civita. Per s < 0 si ha su Z una metrica h 
pseudo-Kahler-Einstein, definita positiva solo su D[12, 2]. 

I campi di Ct(M) e a(M,g) si sollevano a Z mediante il differenziale /* di 

/: AutM-*AutZ , 
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U(<p)ì(z) = <p*z<p*1, pensando z eZ come struttura complessa di T^M. Dalle proprie

tà di / [8] si ha: 

PROPOSIZIONE 3. Se (M4n ,g) è quaternionale kàhleriana con n ^ 2 e s ^ 0, / * è un 

isomorfismo di Ct(M) su a(Z, T), automorfismi infinitesimali di J e dell'antipodalità T sul

le fibre di Z. Similmente Lk {a(M,g)) = a(Z, 0, T) automorfismi infinitesimali anche del

la struttura di contatto. 

Se f E a(M) e f e Ct(Z, T) è il suo sollevamento, risulta 0(f) G ct(Z, 0, T) = Ct(M,g). 

Dunque se M è compatta con s < 0 è 6(Ç) = 0, ovvero f e D. Il calcolo della curvatura 

di Ricci della connessione hermitiana del fibrato (D,h)—>Z consente di applicare il 

teorema di annullamento di Kobayashi-Wu [14] e di ottenere: 

TEOREMA 3. Sia (M,g) quaternionale kàhleriana compatta con curvatura scalare 

s < 0. Allora a(M) = 0. 
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