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Equazioni a derivate parziali. — Remarques sur les équations li­
néaires elliptiques du second ordre sous forme divergence dans les domaines 
non bornés. IL Nota di PIERRE LOUIS LIONS (*), presentata (**) dal Corrisp. 
E. MAGENES. 

RIASSUNTO. — Si dimostra resistenza e l'unicità della soluzione del problema 
Au = f, uè H1 (O.) nel caso in cui H è un aperto di Rn non limitato, A è un operatore 

variazionale ellittico del secondo ordine a coefficienti misurabili e limitati e / appartiene 
a H - 1 (fì). 

I. INTRODUCTION 

Cette Note est en quelque sorte la suite de [6]: en effet, nous résolvons ici 
une question laissée ouverte dans [6]. Plus précisément, nous considérons des 
équations linéaires elliptiques du second ordre du type 

(1) A«=/ , ueW0(£l) 

où O est un ouvert de RN, fe H - 1 est donnée et A l'opérateur défini par 

6 / 69 \ 69 
(2) A<p = - £ ^ \atj (x) — J + 2 bi (x) g ^ + c9 , Vcp e 3 (O) 

avec atj ,bl,ce L °° (RN). Nous supposerons 

(3) 3 v > 0 , V Ç e R N , £ ««(*) S4 ^ v | £ I* p.p. * , c > v p.p., x . 

Il convient de noter que nous ne supposerons pas que O est borné. 
Le principal résultat de cette note est le: 

THéORèME - Sous l'hypothèse (3), il existe une unique solution u de (1) dans 

Hi (G)-

(#) CEREMADE - Université Pans-Dauphine, Place de Lattre de Tassigny, 
75775 PARIS Cedex 16 (France). 

(**) Nella seduta del 22 novembre 1985. 
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Remarques, i) Nous avons montré précédemment dans [6] un résultat com­
parable pour fe L2 + L2 N f /N '2 ) (si N > 3 par exemple). En fait, dans [6], est 
démontrée une estimation ~LP sur u si f est bornée dans hp pour 1 < p < oo. 

ii) Les relations de ce type de résultats avec divers résultats connus 
sont détaillés dans [6]. 

iii) Le résultat précédent et sa démonstration étendent ceux de [6] sur 
deux points: d'une part, l'estimation L2 est démontrée directement sans passer 
par l'interpolation entre L 1 et L°°; d'autre part, nous pouvons traiter des se­
conds membres / dans H - 1 ce qui n'était pas le cas dans [6] (voir la dernière sec­
tion de [6]). 

Même si le résultat précédent étend ceux de [6], nous verrons que la dé­
monstration utilise essentiellement les mêmes « ingrédients » techniques que 
dans [6]. L'idée nouvelle est de décomposer / grâce à une partition de l'unité 
subordonnée à un recouvrement de R N par des cubes unité. On remarque ensuite 
que, lorsque / est à support compact, la résolution de (1) n'est pas difficile et 
donne une solution qui décroît exponentiellement à l'infini. Et cette décroissance 
permet de s'assurer que la somme « des contributions de / sur tous les cubes » 
reste bornée grâce au lemme de Cotlar [2] (voir aussi A.W. Knapp et E.M. 
Stein [5], A.P. Calderon et R. Vaillancourt [1] - la forme de ce lemme que nous 
utilisons est tirée de L. Hôrmander [4]). L'auteur tient à remercier l'Institut 
Mittag-Leffler ou ce travail a été mené à bien et le Professeur L. Hôrmander 
pour leur hospitalité. 

IL DEMONSTRATION DU THéORèME 

Rappelons (cf. [6]) qu'il nous suffit d'obtenir une borne L2 sur u lorsque / 
est bornée dans H - 1 (qui ne dépende que des bornes L°° des coefficients et de 
v dans (3)), et que sans restreindre la généralité nous pouvons supposer que 
O = RN, aij yh^c,/ sont réguliers. 

Nous noterons q un point générique de Z N X Z N : q==(q1, q2) avec 

ft , fte ZN . Soit Xoe S (R) telle que 0 < Xo < 1 , Xo = 1 sur [— 1/3 , + 1/3], 

Xo = 0 si | x | > 2/3 , xo (*) = 1 — Xo (1 —- oc) si x e _ , - , 

r 2 i n N 

Xo (x) = 1 — Xo (— 1 — *) si xe — — . Enfin on note x (*) = II Xo (*») 

et si qxe Z N , Xq (x) = x(x — qx). Nous introduisons maintenant les opéra­
teurs suivants dont noua vérifierons ci-dessous qu'ils sont bien définis: pour 
fe H - 1 , u — Rqfe L2 est donnée par u=-Xq • v où v est la solution de 

(4) Av = Xq f dans D' (RN) , v e H 1 ( R N ) . 

Remarquer que, au moins formellement, A - 1 = ^Tj RQ. 
QEZ' 2N 

13. — RENDICONTI 1985, vol. LXXIX, fase. 6 
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Nous allons dans ce qui suit vérifier que les opérateurs Rg sont bien définis 
sur H - 1 , qu'ils sont bornés et que, si R* désigne l'opérateur adjoint (de L2 dans 
H1), on a 

(5) V? , ?' , \\R* o R; | p , \\Rq o i o R* ||i/« < C H " ' ! 

où / est risomorphisme de H 1 sur H - 1 donné par — A + 1, où C ne dépend 
pas de q , q' et où a est une constante positive qui ne dépend que des bornes 
L°° des coefficients et de v dans (3). Nous pouvons alors conclure en appliquant 
le lemme de Cot la r [2] (voir [4]). 

Le fait que R^ est défini et borné sur H - 1 est dû au fait que (4) admet une 
unique solution v dans FI1 car y^q fe H - 1 et Xq f est à support compact et que 
Il v ||H! < C || Xg f llH-i < C | | / | |H_!. En effet, nous avons vu dans la sec­
tion 3 de [6] que Ton a toujours une estimation L2 -f- ~LP pour^> assez grand 
(pe [p0 ; -j- °°]) sur u n e solution u de (1). Ensuite nous observons que l'étape 
2 de la démonstration du Théorème dans [6] montre qu'il existe y > 0 ne 
dépendant que des bornes L°° des coefficients et de v de (3) telle que pour 
I x — q2 | > y~N 

(6) \v (x)\< C| |x, a / | |H- iexp {— y\x - q, \) < C\\f\\H^ exp { - y\x - qz\ } . 

Ceci permet bien sûr de démontrer les assertions énoncées plus haut sur 
R .̂ Observons également que (6) implique aisément la première partie de (5): 
en effet nous avons pour tout q , q' ,fe H - 1 ,ge H - 1 

J (Rtf/ f)(RQ g) à* < J Xqi Xq[ Wax 

où v ,\w sont les solutions de 

(40 Av = x<yf , Ato = x9,g dans D' (RN) 

2 ,-=• 

v,we Hl(RN). 

Or, si | qx — q[ | > ~ ]/N, Xq Xq' > o n t des supports disjoints et l'intégra-

• dessus est nulle 

jore l'intégrale par 

, 2 , 
le ci-dessus est nulle. De plus, si | qx — qx\ < — ]/ N , ! q2 — q'2 I < 2 ")/ N on ma 

v w àx < C | | / [ | H - I | I S I I H - I -

Enfin, si \ qx — q[ | < — f N et \ q2 — q2 | > 2 f N , on remarque que 

grâce à (6) 



PIERRE L o u i s L I O N S , Remarques sur les equations, ecc. 181 

i '^v^vwdx\ ^ C II^-'IH-1 , ']<M^\V I e x p { — Y I # — j a |}d* 
\X-Q2\<]/N J J \x-q2i<\N 

< C | | / UH- Il g UH-1 e x P {— r I ft — ?i I) • 

L'intégrale sur {| x — ft | <. y N} se majore de la même manière. Enfin, 

sur l'ensemble E = {\ x — ft | > y N , | # — ^ | > y N}, on obtient: 

jvwdx < C | | / | | H - I \\g I I H ' M ^ P {— ï ( l * — f t I + I * —£2 I)} d x 

E E 

< C H/ HH-1 II g | |H-I exp | - - | - I ft - ?i 

Ainsi, dans tous les cas, la premiere partie de (5) est démontrée. 
Pour démontrer la deuxième partie de (5), il nous suffit de majorer conve­

nablement pour tous, f ,ge L2 

(7) JV (R* / ) • V (R* g) + (R* / ) (R* g) dx | 

Pour ce faire, nous identifions tout d'abord R*. En effet, si fe L2 nous 
allons démontrer que u = R*f est donnée par 

u = %q w , où w est la solution de 

(8) A* w = xh f dans 2' (R N ) , w e H1 

et 

En fait, l'identification de R j est aisée une fois démontré le fait que (8) 
admet une unique solution. A nouveau (voir [6]) seule l'existence pose un 
problème que l'on résoud en remarquant par exemple que si on multiplie (8) 
par | w P - 2 w pour 2 > p > 1 on obtient grâce à (3) 

\)(p—l)\\tv |^-2 | Vw |2 dx — C0 (p — 1) | \w l^-1 \Vw\àx + \>\\v)\*àx< 

< J fc , / ) I w P"2 » d* < Il 3^/ HL,II w ll^x 

<c\\f\\2\\w\\r" 
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On en déduit pour p — 1 petit (ne dépendant que des bornes L00 des coef­
ficients et de v dans (3)) une estimation L^ de w. Et d'après les résultats de 
[3] (Théorèmes 8.25-8.26), cette estimation implique une estimation L2 sur 
l'ensemble {| x— ^ | < R} (VR < oo) ainsi qu'une estimation L°° sur l'en­
semble {| x — qx \ > y N}. Combiné avec l'estimation hp (RN), on déduit en­
fin une estimation L2 (RN) sur w qui permet de prouver aisément l'existence 
de w. 

La démonstration de la deuxième partie de (5) (et la majoration de l'inté­
grale (7)) est alors une conséquence facile des majorations suivantes 

(9) | w ( * ) l < C e x p { - » | * - f t | } | | / | | L 2 si | * - ? 1 | : > f N 

(10) ( J | V ^ ( 3 ; ) | 2 d v y / 2 < C e x p { - S | ^ - ? 1 | } | | / | | L 2 . 
B(*,l) 

où C, S > 0 sont des constantes qui ne dépendent que des bornes L°° des coef­
ficients et de v dans (3). Or (10) se déduit de (9) en remarquant d'une part que 

IIWI!H'<CII7HL2 

et d'autre part qu'en multipliant (8) par Ç2 (y) w (y) on obtient si 

l * -<7 i l> VN + 2 

u ! X? | Vro |2 ày < C fç | VÇ | \w\ | Vœ | ày 

où 

Z(y) = ïo(y — x) > ^ 0 e ^ ( R N ) , o < ç 0 < i . 

Supp ^0 c B (0 , 2) , ^ o = l s u r B (0 , 1). Ceci implique bien sûr 

1/2 

w2 ày \ 

B{x,l) B f e 

Vw | 2djV 2 <c([ w2ày 

et on voit bien que (9) implique (10). 
La démonstration de (9) est en fait très semblable à la démonstration faite 

dans [6] de la décroissance exponentielle. D'après les arguments invoqués ci-
dessus on sait que 

(11) | w | < C | | / ||L2 pour | * - ft | ;> V"N 

et on va montrer que pour S > 0 suffissamment petit 



ou 
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\w(x)\ exp {§ | x — qx \} < C pour | x — q1 | > f N . 

Pour ce faire, on observe que w8 = w (x) exp {S | x —• qx |} vérifie l'équation 

pour | # — qx | > 3 V N ; 

^ —?i I TT ' \x — q1\\x—qi\' 

Nous allons obtenir dans ce qui suit une estimation hp sur w8 pour S > 0 
petit, p > 1 et ^ — 1 petit. Cette estimation nous permet de conclure grâce à 
réquation précédente et aux inégalités de Harnack faibles (voir [6]). Soit 
cp0 e C°° (RN) , 0 < <p0 < 1 , cp0 =; 0 pour | x | < 1 , cp0 E= 1 pour I # | > 2, on 
pose 9 = 90 ((# — qi)l(1 N)) et on multiplie l'équation ci-dessus par cp | w \p~2 w. 
En utilisant (11), le fait que || w ||Hi < C | | / ||L2 et en choisissant p > 1 proche 
de 1, S > 0 petit, on obtient aisément les bornes voulues en intégrant par par­
ties (voir plus haut pour un calcul très semblable). 
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