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Equazioni a derivate parziali. — Remarques sur les équations li-
néaires elliptiques du second ordre sous forme divergence dans les domaines
non bornés. 11. Nota di PIERRE Louls LioNs *); presentata **) dal Corrisp.
E. MAGENEs.

RiassuNTo. — Si dimostra D’esistenza e 'unicita della soluzione del problema
Au=f ue H}) (Q) nel caso in cui Q & un aperto di R” non limitato, A & un operatore

variazionale ellittico del secondo ordine a coefficienti misurabili e limitati e f appartiene
a H-1(Q).

I. INTRODUCTION

Cette Note est en quelque sorte la suite de [6]: en effer, nous résolvons ici
une question laissée ouverte dans [6]. Plus précisément, nous considérons des
équations linéaires elliptiques du second ordre du type

(1) Au=f , ueHL(Q)

ol Q est un ouvert de RN, fe H-! est donnée et A 'opérateur défini par
R I o
(23 Ag ——g o, (aij (%) ij> e 22 b; (x) ox, + o, Voe 2(Q)

avec a;;,b,,ce L™ (RN). Nous supposerons

(3) Iv >0, Vie RN,Z a;;(®)E;E;>v]E[® pp.x,c>vpp,x.

2,7

Il convient de noter que nous ne supposerons pas que Q est borné.
Le principal résultat de cette note est le:

THEOREME - Sous I’hypothése (3), il existe une unique solution u de (1) dans
H! (Q).

(*¥) CEREMADE - Université Paris-Dauphine, Place de Lattre de Tassigny,
75775 PARIS Cedex 16 (France).

(**) Nella seduta del 22 novembre 1985.
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Remarques. i) Nous avons montré précédemment dans [6] un résultat com-
parable pour fe L2 4 LNN+2 (si N > 3 par exemple). En fait, dans [6], est
démontrée une estimation L? sur u si f est bornée dans L? pour 1 < p < co.

ii) Les relations de ce type de résultats avec divers résultats connus
sont détaillés dans [6].

iii) Le résultat précédent et sa démonstration étendent ceux de [6] sur
deux points: d’une part, I’estimation L? est démontrée directement sans passer
par l'interpolation entre L' et L.®°; d’autre part, nous pouvons traiter des se-
conds membres f dans H-' ce qui n’était pas le cas dans [6] (voir la derniére sec-
tion de [6]).

Meéme si le résultat précédent étend ceux de [6], nous verrons que la dé-
monstration utilise essentiellement les mémes «ingrédients» techniques que
dans [6]. L’idée nouvelle est de décomposer f grice a4 une partition de 'unité
subordonnée & un recouvrement de RN par des cubes unité. On remarque ensuite
que, lorsque f est & support compact, la résolution de (1) n’est pas difficile et
donne une solution qui décroit exponentiellement a I’infini. Et cette décroissance
permet de s’assurer que la somme « des contributions de f sur tous les cubes »
reste bornée grice au lemme de Cotlar [2] (voir aussi A.W. Knapp et E.M.
Stein [5], A.P. Calderon et R. Vaillancourt [1] — la forme de ce lemme que nous
utilisons est tirée de L. Hormander [4]). L’auteur tient a4 remercier I’Institut
Mittag-Lefller o ce travail a été mené a bien et le Professeur L. Hérmander
pour leur hospitalité.

II. D¥EMONSTRATION DU THEOREME

Rappelons (cf. [6]) qu’il nous suffit d’obtenir une borne L2 sur u lorsque f
est bornée dans H-* (qui ne dépende que des bornes L des coefficients et de
v dans (3)), et que sans restreindre la généralité nous pouvons supposer que
Q=RN, q;;,b;,c, f sont réguliers.

Nous noterons ¢ un point générique de ZN x ZN :g=(q,,¢,) avec
¢, 9:€ ZN. Soit y,e @ (R) telle que 0 < %o, <1,y,=1sur [—1/3, + 1/3],

fo =0si | 8|23, 2 () — 1 — 7o (1 —2) si we [%%]

. 2 1 N
o () =1 — 0 (— 1 —x) sixe [—3,—§:|. Enfin on note ¥ (x) — II %, (x;)
i=1
et si g€ ZN, y, (¥) =y (x—¢q,). Nous introduisons maintenant les opéra-
teurs suivants dont nous vérifierons ci-dessous qu’ils sont bien définis: pour

fe H?', u=R, fe L2 est donnée par u— Yg, 0 OU © est la solution de

(4) Ay = quf dans D' (RN) , woe H!(RYN).
Remarquer que, au moins formellement, A~ = 2 R,.
q:_z?.N

13. — RENDICONTT 1985, vol. LXXIX, fasc. 6
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Nous allons dans ce qui suit vérifier que les opérateurs R, sont bien définis
sur H-Y, qu’ils sont bornés et que, si RY¥ désigne 'opérateur adjoint (de L2 dans
HY), on a

(5) VYg,q¢ , R o R V2 | |R,070 Ry C evle—a'l

ou 7 est 'isomorphisme de H! sur H-! donné par — A 4 1, ou C ne dépend
pas de ¢, ¢ et ol « est une constante positive qui ne dépend que des bornes
L * des coefficients et de v dans (3). Nous pouvons alors conclure en appliquant
le lemme de Cotlar [2] (voir [4]).

Le fait que R, est défini et borné sur H-! est dii au fait que (4) admet une
unique solution v dans H* car Ta, fe H'et Ta, f est & support compact et que
lollgp=Cl Zqu”H*l < C'[|fllg-1- En effet, nous avons vu dapns la sec-
tion 3 de [6] que l'on a toujours une estimation L2 -+ L? pour p assez grand
(pe [po, + o0]) sur une sclution « de (1). Ensuite nous observons que I’étape
2 de la démonstration du Théoréme dans [6] montre qu’il existe y > 0 ne
dépendant que des bornes L.®° des coefficients et de v de (3) telle que pour
|x—g,| > |N

6) [0 ()< Cllyg,/lly-sexp {—vlv— gz [} < Cllfllyy exp{ — ylx —gal }.

Ceci permet bien slr de démontrer les assertions énoncées plus haut sur
R,. Observons également que (6) implique aisément la premiére partie de (5):
en effet nous avons pour tout ¢, ¢, fe H',ge H

Jron®p ar| < | [ g ow s

e i

ol v,w sont les solutions de

@)  Av=y,,/ , Aw=y,g das D'®RY) , o,weH ®RY)

Or, si [¢g—gq; | > % V_l\f, Ty qu’, ont des supports disjoints et I'intégra-

le ci-dessus est nulle. De plus, si [ ¢, — ¢, | < 2 /N, !g,—4gy| <2 {N on ma-

3N
if’owdx

2
3

jore l'intégrale par

<Clfllgr g g

Enfin, si |¢—gq, | < VN et |g,— g, | =2 YN, on remarque que

grice a (6)
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I
1

[ .
J gt wde S Cle e [ lv e oyl v —a e
< CIf e g o exp v 1 aa— g5 1}

L’intégrale sur {| ¥ — gy | < | N} se majore de la méme maniére. Enfin,
sur Pensemble E={| x-—¢, | > VN, | x—gq, | > VN_}~, on obtient:

;fvwdx
|
E

< C S ngnH—lfexp{—m»c—qz |4 |2 — g, )} da
E

< C Il gl oxp {— - [ =g} 1}

Ainsi, dans tous les cas, la premiere partic de (5) est démontrée.
Pour démontrer la deuxieme partie de (5), il nous suffit de majorer conve-
nablement pour tous, f, ge L2

(7) i f VRYF) V(R g) + (RE ) (RY g) d !

Pour ce faire, nous identifions tout d’abord RY. En effet, si fe L2 nous
allons démontrer que u — R} f est donnée par

U=y, W ol w est la solution de
9o 4

(8) A¥w==y, [ dans ' RY), weH

et

| o 0 o
A*=—3 P (“ij (%) 6‘;‘) =2 B (bi (%)) 4 ¢ (%) .

J 3

En fait, Pidentification de RY est aisée une fois démontré le fait que (8)
admet une unique solution. A ncuveau (voir [6]) seule I’existence pose un
probleme que l'on résoud en remarquant par exemple que si on multiplie (8)
par |w [?~2w pour 2 > p > 1 on obtient grice a (3)

u(p—l)f!w!l’—ﬂwu |2dx-—C0(p——1)f(w[1’—1|Vw|dx—{—uf|wl1’dx§

< [un) 1w Pt wds < f o 123

< Clflghw iz
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On en déduit pour p — 1 petit (ne dépendant que des bornes L des coef-
ficients et de v dans (3)) une estimation L? de w. Et d’aprés les résultats de
[3] (Théoremes 8.25-8.26), cette estimation implique une estimation L2 sur
I'ensemble {|x —¢, | <R} (VR < co) ainsi qu’une estimation L* sur l’en-

semble {|x —gq, | > Y N}. Combiné avec I’estimation L? (RN), on déduit en-
fin une estimation L2 (RN) sur w qui permet de prouver aisément l’existence
de w.

La démonstration de la deuxieme partie de (5) (et la majoration de I’inté-
grale (7)) est alors une conséquence facile des majorations suivantes

© @ =Cexpi—8lx—allfle s lv—ql=VN
(10) ( f Vo) Fdy) " = Coxp{—3 v —g ) Iflh2
B(x,1)

ou C, 3 > 0 sont des constantes qui ne dépendent que des bornes L= des coef-
ficients et de v dans (3). Or (10) se déduit de (9) en remarquant d’une part que

el < C 1 f 2
et d’autre part qu’en multipliant (8) par (2(y)w (y) on obtient si

|x—‘€h[2V—Nﬁ+2

ufczwwlzdySCfmvcl lw]| | Ve | dy

CO=%4Ll—x , Lea®RY) , 0=<E=1.

Supp <= B(0,2), =1 sur B(0,1). Ceci implique bien str

([ sero)se(] mu)’

B(x,1) B(x,2)

et on voit bien que (9) implique (10).

La démonstration de (9) est en fait trés semblable 4 la démonstration faite
dans [6] de la décroissance exponentielle. D’aprés les arguments invoqués ci-
dessus on sait que

(11) |w| <Cllfl: pour |x—gq|=1N

et on va montrer que pour § > 0 suffissamment petit
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|w@) |exp{§|a—g [} <C pour |x—g |=>VN.
Pour ce faire, on observe que ws =w (x) exp {8 | ¥ — ¢, |} vérifie I’équation

]

0
—§aﬂ%azQ+Z

pour |x—g¢q | >3 I N;

b + g+ 3 B =0

_b+ Z|x_ zlaﬂ , ﬁ?:——Za“x‘i_——_@_,.J.,

] |x—q |
— G ,1 — Q1,5 X5 — q1,j

d=c—3 32 i
Z Ix——ql Z ’lx—qlllx—qx‘x

Nous allons obtenir dans ce qui suit une estimation L? sur wgs pour § > 0
petit, p > 1 et p — 1 petit. Cette estimation nous permet de conclure grice
I'équation précédente et aux inégalités de Harnack faibles (voir [6]). Soit
e C*RY), 0< 9, <1, g=0pour x| <1, =1 pour [x|=>2, on

pose @ = o, (& — ¢,)/(Y N)) et on multiplie ’équation ci-dessus par ¢ | @ |22 w.
En utilisant (11), le fait que || |2 < C || f |2 et en choisissant p > 1 proche
de 1, & > 0 petit, on obtient aisément les bornes voulues en intégrant par par-
ties (voir plus haut pour un calcul trés semblable).
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