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Equazioni a derivate parziali. — Un problema di Riemann-Hilbert 

non regolare per una coppia di operatori ellittici di ordine 2 m. Nota di 

M A R I O T O S Q U E S (*), presentata <?*) dal Corr isp . E . M A G E N E S . 

SUMMARY. — We consider the problem of finding a couple of solutions (u+ , u~) 
satisfying the following conditions (4) and (5) for a couple of two uniformly elliptic 
partial differential operators A+ and A~ of order 2 m in a non regular situation. 

Il problema di determinare una coppia di soluzioni (u , u~) soddisfacenti 
le condizioni (4) e (5) è detto il « problema di Riemann-Hilbert non regolare » 
(con dati di Dirichlet nulli (cfr. (6)) per una coppia di operatori A+ ed A~ uni
formemente ellittici di ordine 2 m, relativo ad un numero finito di superfici 
(n — l)-dimensionali S* per cui l'unione delle chiusure sconnetta un aperto 
limitato O in due aperti 0 + ed QT su cui A+ ed AT sono definiti. 

Il termine « non regolare » sta ad indicare che l'unione delle Siy su cui sono 
assegnati i dati di R.-H., non è il bordo di un aperto « regolare » Q~ (cfr, 
il caso 1=1 del Teorema). 

Ad esempio se O è un aperto di classe C°° ed S r ed S2 sono due varietà 
di classe C°° (n — l)-dimensionali disgiunte tali che Sj C\ S2 = dSt U 6S 2 , 
A+ = A" = A (cioè il Laplaciano) e se ( K o , ^ e C°° (S<) X C°° (SO (* = 1 , 2), 
allora esso consiste nel determinare una coppia u+ ed u~ di funzioni armoniche 
su QL+ ed QT tali che (per i=\ ,2) 

u%— %* = Ho > d, u\Si — 8v u\s{ = Hr 

Questo problema (nel caso in cui ad esempio ([i2 0 — [x2 ! = 0) sorge spon
taneamente per il Laplaciano in un recente studio del problema diretto in Elet
trocardiologia eseguito da L. Guerri, P. Colli Franzone, E. Magenes (cfr. 

[4], [7]). 
Osserviamo che il problema di R.-H. (regolare) per l'operatore 8 è 

stato trattato, fra gli altri, da A. Andreotti e C D . Hill (cfr. [2]). 
Come successivamente è mostrato, una soluzione del problema di R.-H. 

non regolare si può ottenere mediante un processo di approssimazione con pro
blemi del tipo di «trasmissione» (cfr. [3], [9], [11], [12]). 

Infine desidero ringraziare il Prof. E. Magenes per gli utili colloqui avuti 
sulP argomento. 

(*) Dipartimento di matematica, Pisa. Lavoro eseguito nell'ambito di un pro
getto nazionale di ricerca finanziato dal Ministero della Pubblica Istruzione (40% - 1982). 

(**) Nella seduta del 10 marzo 1984. 
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Nel seguito £i denoterà un aperto connesso e limitato di classe C%m+k 

contenuto in Rn, essendo k ,m ,n interi con m > 1 , n > 2 . 
Sia O" un aperto non vuoto tale che £i~ e Q ed esistano un numero finito 

di superfici {S$){ = £, senza bordo, per cui St sia una sottovarietà (n — ^ - d i 
mensionale di una varietà [n — l)-dimensionale di classe C2m+^ e tale che 

1 — 
S < n S , = 0 , 6Q = U i S < . 

1 

/ 
Poniamo £ i + = Q \ £ i , 2 = U ; $&% (dove S$ denota il bordo di S )̂ ed 

i 

indichiamo con v sia la normale al 6Q rivolta verso l'esterno di £i che la nor
male ad S^ rivolta verso £i+. 

Supporremo che QT abbia la seguente proprietà di estensione : per ogni z > 0 , 
ogni funzione w di H1/2~£(Q~) <1), prolungata a zero fuori di £i~, appartiene ad 
H1 / 2"£(ti); ciò accade, ad esempio, se t i " ha la proprietà di cono ristretta (cfr. 
[6], [10]). 

Siano 

A + = 2 ( - 1 ) 1 * ' D * < 3 D 3 , A " = S ( - ì y - ' D - a ^ p D » 
| a | , | P | < m . | a | , | p | < m 

due operatori definiti rispettivamente su £i, tali che 

(1) '• a ± 3 e C l - l + *(Q) ed 2 ' at 3 (*) ?a + 3 > E I ? !2™ 

se x G fi , £ e Rw, essendo E > 0 . 

È noto (cfr. ad esempio [1], [6]), che nelle ipotesi fatte esistono 2 / sistemi 
{N^ j} , {N^y} , / = 0 , . . . , m — 1 ; i = 0 , . . . , / , di operatori differenziali di 
ordine 

2 m —j — 1, definiti in un intorno di S* tali che, V {u+ , ur) e C2m (£JF) x 

X C2™ (Q17) <? V*> e C2m (ti) con supp v p> 9Q~ e S<, 

sia 

• ' / • " • m - 1 /• • 

vA± ti* d # = a* (0 , u±) ± 2 i SJ ©N*y ^ d a . 

n± ° sfv 

dove si è posto a± (v , w±) = ^ «^ p D
a v • D 3 M* d# . 

(1) Per la definizione degli spazi Hs (ti) ed H5 (S/), con 5 reale qualunque, si veda 
ad esempio [6], [10]. 
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Poniamo VX > 0 , AjJ= = A ± + XI . Finalmente possiamo enunciare il 

TEOREMA. Supponiamo che valgano le definizioni e le ipotesi precedente
mente elencate. Allora esiste un X0 > 0 , tale che VX > X0, V/+ , /~ e H^ ( Q) , 
Viv-ij) [ = i\lnL~j1 tale che [LijeK2rn + k-J'~llz (Si), esiste una distribuzione u 
tale che uè H 1 / 2 - £ (Q) , (Vs > 0); e per ogni aperto A contenuto in Q, con 
d ( A , 2) > 0 è 

(2) i ^ n n i e H ^ + ^ A n " * ) . 

Inoltre detta u+ = U\ Q+, u~ = U\ a- si ha che 

(3) A^ w± = / ± nel senso delle distribuzioni su Q^ ; 

per ogni y = 0 , . . . , m — 1 ; * = 1 , . . ., le per ogni s > 0 

(4) ^ 
l Nt%/i*fs. —N7f/M["s. = ^ , 2 m - ! -,-, fi*/ wiwo A" H-^+^^-'CS.) 

(5) 9>l+a^ = 0. 

J«/m£ #e/ £<zso particolare che l = 1 , aoè ì7 0Q~ = Sj «//ora 

(6) ^ e H 2 ^ ( ^ ) . 

CENNO DELLA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 

Per ogni h intero > 1 , sia O^ un aperto di classe C2m + k, eventualmente 
vuoto, tale che 

x e Q~ | d (x , 2) > — - > e 0,^ a <x e QT | d (x , 2) > — -

e tale che 6Q^ coincida con il dDr eccetto, eventualmente, che per i punti x 

1 1 
di dQr, tali che < d (x , 2) < 3A 2/* 

Se allora S*, A = < # e Ŝ  | d (x , 2) > — l allora S;,^ e: 80^ . Dunque 

esiste h, tale che Vh > A ed * = 1 , . . . , / , Siìh^ 0 ed £2^^ 0 . 
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Sia ora {[/,* y } tale che, per ogni h > h , i— 1 , . . . , / ,j — 1 , . . . , 2 m — 1, 

(7) ^ y s Ha» +*->•-*/*(S«), supp rfj e | * e S< | d (* , S) > - L J e 6QA, 

(8) li?.yi s,-ft = H,\y| s,-A » SUP II V-i.i li i/a.s,- < + °° • 
h ,i 

j — 1 , . . . , m-l 

Tali successioni esistono per le proprietà degli spazi Hs (S^) e in partico
lare di H1/2(S^) (cf. [6] cap. I). Da quanto precede segue che se definiamo 

/ 
Vi (x) — V*\j (x) P e r xeSiC)dQ9i=l 9 . . . , / e jxy (x) = 0 per # G 6 Q A — U St 

i= 1 

si ha che, \fh ^ A , / = 0 , . . . , m — 1 

(9) {!*€ H * * * * - ' - 1 ' * ^ ed sup || ^ | | 1 / a , a o - < + oo . 

Dunque dalle (8) e (9), per ogni h >hy è possibile determinare wh tale che 
^ e U2m + k(QT), supposez Qh 

(10) 8 > f ^ - ^ ^ , 8J + «W|*3O_ = 0 s e / = 0 , . . . , m - l 

(11) sup || œ* || 1 - 0 - < + oo 
h 

(12) per ogni aperto A contenuto in O tale che d (A , S) > 0 , esiste CA 

tale che sup .|| «0*11^+ n . n A < C A . ••" 
h 

Dunque, per la (11) e (12), si può supporre, a meno di passare ad una sot
tosuccessione, che la {wh} converga debolmente in H ^ Q - ) ad una we H ^ Q " ) , 
tale che 

w | f l-n AeH^(û"n.A)^ 

per ogni A aperto in O tale che d (2 , A) > 0 . 

Sia £l+
h = Q\£l~h ed *A± = #A± + XI dove ^A* denota l'operatore 

aggiunto di A^. 

Per ogni v , we Hm (O), poniamo 

a (v yw)~ a (v , w) + cT (v , w) , a7 (v ,w) = a(v, w) + X v wax 

a 

(13) ah(v,zo) = 2 (l"*«.& D a ^ D 3 ^ d ^ + | < 3 D a a;Dp *; d*)j 

«5 (*> > w) = #A (# , w) - f X ^ wd# . 
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Ora seguendo le idee introdotte in [9], con tecniche ormai divenute standard 
(vedi ad esempio [1], [3], [6], [8], [11], [12]), non è difficile vedere che vale la 
seguente proposizione. 

PROPOSIZIONE. Nelle ipotesi precedenti si ha che esiste un X0 > 0 , tale che 

ci) VX > X0, VA > h esiste una ed una sola uhin H^ (O), tale chey Vve 
e H » ( Q ) è 

/• /• m - 1 p 

(14) a\(v*,v)= f+vàx+ CT + A ^ c d * — £ , \H«^m-i-i^ 

h h n 

e detta u\ = u*Q+ , uh_ = ufn- si ha che uh± e H 2 m + k (Q£) 

(15) A+uh
+=f+ su û + , Aïut=f~+Aïvfi su Qj; 

(16) a > + A_ — d{u- _ = o , N+ M+ + — N* i£ =^m-i -y 

(17) 9Ì«f9 n = 0 . 

Inoltre per ogni aperto A e O tale che d (2 , A) > 0 , esiste C A > 0 
tale che 

(13) \\uÌ\\k + Zm,Ann±<CA,Vh>h. 

b) Per ogni # e C£° (O) e VA > h esiste una unica 

©* in H™ (Q) tale che z;^ G H2w+*(fl£) , (v^ = »j o±) ed 

(19) *A±vh
±=g su Q± 

(20) 8 > + + — 8 > f 3 n 7 = 0 , * N ? ©5 - * N * » - = 0-,y = 0 , . . . , - i i i—1. | a o + _ " v - | a ^ , y y 

Inoltre esiste una costante e indipendente da g e vh, tale che 

(21) l l ^ l l w , n < * l l * l l - m , o > per ogni h > ft; 

per ogni aperto regolare II contenuto in 0+, tale che S t c 811 per qualche i, 
e per ogni e > 0 esiste Cn g indipendente da g e vk per cui 

(22) l |o* l l , s - 1 / , + . . n < C „ > . | | ^ | | _ l A + . , 0 , pe rogni A ^ _ Â . 
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Si osservi éhe nella (16) e (20), N-t ed # N± sono gli operatori, associati ad 
y y 

A± ed # A ± , definiti in un intorno del 6£ì^, analogamente agli N^y sulle S*. 

Ora integrando per parti la (14), a causa delle (10), si ha 

fti**A+ vdx + [uh*A^vdx^~ j y (f 9 > * ( * N + » — *N*w) da 

(23) 
3«z . 

+ \(tf*NjV—tf+mdiv)da+jf+vax+ \{f~v +w™Arxv)àx 

da. 

y h > h , \fv G H™ (Q) , tale che », n ± e H2™ (Q±) . 

Se allora ^ e C 0 ° ° ( Q ) e V A > I , poniamo nella (23) la «;* data dalla h) della 
proposizione precedente, al posto di v e teniamo conto delle (9), (11), (20), (21), 
(22), si ha che, per ogni z > 0, esiste ce tale che 

J uhgdx \g -1/2 + e ' 

Dunque le {%} sono equilimitate in H1/2 £(£i), quindi, a meno di passare 
ad una sottosuccessione, esse convergono debolmente in H1/3 s (ti), ad una u 
d i H 1 / 2 - £ ( Q ) . 

Passando ora al limite nella (23), si ha che 

f u *A^ vdx = f ( / - v + w *Ai v) dx , \/ve C~ (Q-) 

f u *A+ *;d* — J7+ z;d* , V© e C~ (0+) . 

Se ora si pone 

u (x) = 
u (x) — w (x), 

u(x) , 

se xe Qr 

Se tfc: Q + 

le (3) sono verificate e, inoltre u e H1/2~£ (ti) per la proprietà di estensione sup
posta su ti~ . 

Sia ora A un aperto contenuto in O tale che d (A , 2) > 0 , per la stima 
(18), deve esistere una sottosuccessione {ukj}k che converga debolmente in 
H2wi+^(Q± H A ) ad una funzione di H2w»+/j(Q± p |A) che per Punicità del li
mite non può che essere U\Q±nA , cioè la (2) è vera. 
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Si fissi ora i e sia A anche tale che Ŝ  n A ^ 0 , sia hA un intero sufficiente
mente grande così che D^ p> A —Q,~ D A , \fh >hA e sia 

am—i 

r : H2^+â (û+ n A) x H2»»+* (ti- n A) ^ 2 i n2m+k~j-llz (s, n A ) 
0 

la applicazione lineare e continua definita da: 

r (w+ , vr) = («;+ — « r , 6V «;+ — 8V « r , . . ., 8 ^ o>+ — 9™"1 « r , N+ w<- — 

— N - a r , . . . , N ; _ I W + — N - ^ a r ) . 

D'altra parte per la (16), r ( 4 > «*) = (0 > .... , 0 , ^ m , . . . , f ^ m ^ ) 
per ogni h > hA, quindi da quanto precede segue che anche T(u+,ur) = 
= (0 , . . . y[iitmy ... , ii{ zm_1) e ciò implica le (5) a causa delParbitrarietà 
di A, analogamente si prova la (6). 

Finalmente si osservi che nel caso particolare che 7 = 1 , cioè dQ- = St, 
allora tutta la costruzione precedente di approssimazione risulta inutile così 
che la (6) è una conseguenza diretta della proposizione. 

OSSERVAZIONE. Osserviamo che la soluzione del problema di Riemann-
Hilbert non regolare, non è unica in generale. 

Infatti, ad esempio già nel caso in cui A+ = A - = A (operatore di Laplace) 
due soluzioni (u* , u~) ed (u* , u~) del problema con gli stessi dati sul 6 0 _ pos
sono in generale differire per una funzione non nulla ottenuta mediante un po
tenziale di strato semplice (cfr. [5]) concentrato sulla superficie 2 (cfr. [4]). 

In questo caso si ha unicità nell'ambito dell3 funzioni limitate, (cfr. [4]). 
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