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Meccanica. — I l problema dell'orientamento nello spazio di un 
satellite artificiale <•>.■ Nota di Carmelo T otaro ((*) **>, presentata <***> 
dal Socio G. Grioli.

Summary. — We examine the problem of the satellite orientation by means of 
proper gyroscopes actuated by eletric motors.

1. Sia fé7 un sistema materiale costituito da un nucleo rigido fé7' e da un 
certo numero di giroscopi ad esso associati. Nella Meccanica spaziale ha parti
colare interesse lo studio del moto di fé7' intorno al baricentro, G, di fé7 [che può 
differire, sia pure di poco, da quello di fé7'] nell’ipotesi che il momento delle 
forze esterne rispetto a G sia nullo, e che dunque il momento cinetico sia 
invariante. Anche supponendo, in prima approssimazione, Tomografia d’inerzia 
di fé7 indipendente dal tempo, la ricerca della completa soluzione del problema 
è in generale ardua.

Il problema dello studio del moto di fé7' si avvicina a quello del cosiddetto 
giroscopio a reazione per il quale in generale si conoscono solo soluzioni appros
simate ottenute con metodi iterativi [1], Si conosce invece la soluzione generale 
quando si fa l’ulteriore ipotesi che fé7' sia un giroscopio [2]. L’integrale generale 
esprime la velocità angolare, o>, di fé7' in funzione di integrali di Fresnel. Ciò 
significa che ad un momento sollecitante del tipo più semplice, fé7' , supposto 
giroscopico, risponde con una velocità, co, il cui andamento temporale è, 
in generale, molto complicato.

Il presente lavoro vuole portare un contributo allo studio di un problema 
del genere con lo scopo di evitare le suddette complicazioni. In esso si considera 
il problema del moto di un corpo rigido fé7' a cui sono associati dei giroscopi 
con movimenti rispetto a fé7' regolabili mediante l’uso di opportuni motori elet
trici che possono essere alimentati da batterie solari.

Nello schema matematico si ha un insieme di corpi rigidi vincolati reci
procamente, nel modo che sarà specificato più avanti e dei quali solo uno (il 
satellite fé7') può non essere un giroscopio W.

(*) Lavoro eseguito neirambito del « Gruppo Nazionale per la Fisica Matema
tica » del C.N.R.

(**) Dipartimento di Matematica delTUniversità di Messina.
(***) Nella seduta del 10 dicembre 1983.

(1) Problemi riguardanti catene di corpi rigidi sono stati studiati da J. Wittenburg; 
cfr., ad esempio [3],
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Si cerca in che modo i movimenti dei giroscopi influenzano l’orientazione 
di nello spazio. Il problema è complesso ma si lascia studiare bene nelle ipo
tesi, che supporremo soddisfatte, che il momento delle forze esterne rispetto 
al baricentro G di ^  sia nullo e che sia pure nullo il momento cinetico iniziale.

2. Per la discussione dei movimenti di ^  intorno al suo baricentro indi
chiamo — come si è detto — con fé7' il satellite privato dei suoi giroscopi 
(j — 1 ,2  e con fé il satellite munito di tutti i suoi giroscopi. Tali giro
scopi hanno i rispettivi assi giroscopici in posizioni invariabili rispetto a fé'.

Per gli sviluppi formali indichiamo con Ge[ e% e' assi di orientazione in
variabile rispetto ad un riferimento inerziale SP. Siano poi Gex e2 e3 assi solidali 
con fé'; consideriamo pure gli assi Gj e2 e3 con Gj baricentro dell’J-esimo giro
scopio 3 y Invece G j i 3] sono assi solidali con lo J-esimo giroscopio ^  
con diretto come il rispettivo asse giroscopico.

Calcoliamo il momento cinetico di fé nel suo moto intorno a G , cioè ri
spetto agli assi G ex e[ ez . Alluderemo a tale riferimento ponendo una, <R) , come 
apice al momento cinetico che vale

(1) Kg> W o + ^ K g 0 ,.
J

ove a' è Tomografia d’inerzia di fé' rispetto a G , o> la velocità angolare di fé' 
nel suo movimento rispetto a G e[ e% eò , K(̂ R) il momento cinetico di 3 Z rispetto 
allo stesso riferimento.

Per costruire una espiessione esplicita di K(̂ R) osserviamo che la velocità 
relativa a fé' del generico punto PT € fé, vale

(2) • ^ R) = # A  Gj Pj ,

ove co(J) è la velocità angolare di nel suo moto rispetto a fé '. La velocità 
di trascinamento di PjG féj nel moto rispetto a G è e. e' vale

(3) V(JT> = to A GPj .

Ciò premesso, osservato che GPJ = G G J +  GT PT, si ha 

KgR) = « ( ’> GG; A (w A GGj) +

(4) C f+  J (X(J) Gj Pj a  (o> A Gj Pj) d^j +  J Gj P, A A GJ P J ) d t f , ,
.. m

ove d«(’) = [ i ( J) d^j è il generico elemento di massa di ^  ed m(J) la sua massa 
totale.

Detta a0> l’omografia d’inerzia della massa G j, w(J> rispetto al punto G
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e a(J) Tomografia d’inerzia di <3 Ì rispetto al suo baricentro Gj , segue

(5) = [ à «  co +  co ■ !- «PI a>(% ,

ove con il simbolo [ ]e si allude alle matrici delle componenti secondo Gex e2 e3 . 
Posto

(6) * « = R < J>er , 

ove R<7) è il rotore che muta er in , si ha

(7) b (J)]e =  [R(J) c(J) T R(J)]j

(8) [ H = [ R (J)H

e, analogamente alla notazione precedente, [ ]j indicano le matrici delle com
ponenti secondo G; i[]) i (f  4 J) mentre T è l’operatore trasposizione.

Poiché Tasse di rotazione di ^  coincide con l’asse giroscopico ed è soli
dale a non solo le componenti di [a <J)]j sono indipendenti dal tempo ma lo 
sono pure le componenti di .

Si osservi pure che

[9]

Dopo ciò, è possibile sostituire alla rappresentazione (5) quest’altra

(10) [K%% ={{oV)]c +  [R<'> a(J) TRW],} [co], +

+  [R(i>g«T R (,)]j

che é più conveniente perché cKJ) e o>(J) sono calcolati riferendoli agli assi 
Gj t[j) 4J) solidali con .

Tenuto conto di (10) la (1) assume la seguente forma esplicita

( 11)
[K(GRiL =  {  W  +  S  *(I)L +  S  [R(I) ^  T RQ)l  1 H .  +

-■ t J J J

+  [R(J) (̂J>
J

3. Supposto che il momento delle forze esterne rispetto a G sia nullo, 
tenuto conto che il moto di trascinamento è traslatorio e che ie forze di trasci
namento hanno momento nullo rispetto a G , ne segue che il vettore K q) si 
mantiene costante. Se inizialmente esso è nullo, da (11) segue

H «  = — H ; 1 S [ R(,)ff(,)w(J)] j .
T

(12)
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con

(13) M. + 2  +  2  T R(J)]j
L J Je j

omografia d’inerzia di fé7 rispetto a G ex e z e3 .
Quindi, nel caso testé considerato di momento cinetico nullo, la velocità 

angolare co dipende, oltre che dai parametri strutturali di fé7, che sono indipen
denti dal tempo, dalle sole to(J) .

Se tutti i vettori o>(J> hanno grandezza indipendente dal tempo, essi risul
tano solidali ai ^  . Di conseguenza la [co]e ha componenti costanti ed il vet
tore o> risulta indipendente dal tempo. Il moto di fé7' è pertanto un moto rota
torio uniforme. In generale, il problema della determinazione di tutti i movi
menti di fé7' intorno a G comporta la riconsiderazione dell’equazione cardinale 
dei momenti.

4. Per illustrare qualche conseguenza della (12) cominciamo col consi
derare il caso in cui agisce un solo giroscopio, ad esempio ^  . Posto

(14) o>(D = ® (i) |W',

la (12) diviene

(15) H «  = — { M ;1 [R(1) <*(1) *3%  I À>’(1) (*) •

Poiché il vettore entro parentesi grafie non dipende dal tempo, abbiamo il

T eorema. Qualunque sia la legge temporale con cui si muove fé’j e qualun
que sia la posizione del suo asse giroscopico rispetto a fé7', in assenza di momento 
delle forze esterne e nell9ipotesi = :0  , la sua azione si traduce in una rota
zione di fé7' , in generale non uniforme. La rotazione è uniforme se Of1) = c o s t .

Nelle medesime ipotesi vale pure il

Corollario. Condizione necessaria e sufficiente affinchè la rotazione di fé7' 
avvenga intorno ad un asse parallelo all9asse giroscopico di ^  è che tale asse giro
scopico sia parallelo ad un asse centrale d9inerzia di fé7.

Infatti, supposto l’asse giroscopico di ^  parallelo ad un asse centrale di iner
zia di fé7, scegliamo gli assi Ge  ̂e2 e3 solidali con fé7' , coincidenti con gli assi cen
trali d’inerzia di fé7 e sia G ez parallelo al decto asse giroscopico. Da (12) segue

(16) Ap = 0  , B q = 0  , C r = C ( 1)-f<1) ,
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cioè

(16') «HI*»!,

ove A , B , C sono le componenti diverse da zero di (13) , p  , q , r le componenti 
della matrice [o>]e , CW r(1> la componente diversa da zero di [R^ o>(1)]x •
Viceversa, supponiamo co || o>3 . Senza diminuire la generalità, possiamo attri
buire a Gc3 Ja direzione dell’asse giroscopico di ^  e scegliere gli altii due assi 
solidali con fé7' , , Ge2, in modo arbitrario. Da (12) segue

(17) — B ' r = 0  , — A ' r = 0  , C r = - C ( 1)r(1) ,

ove A' e B' sono il primo ed il secondo momento centrifugo di [a]e . Essendo
0 , le (17]) e (172) mostrano che G ez dev’essere asse centrale d’inerzia, c.v.d. .
La misurazione sperimentale di p  , q , r ed consente il calcolo dei para

metri strutturali che figurano in (15), — (C^/A) sin tj/1) sin Ò̂1) , ecc., ove 
0C1) e sono i due angoli di Eulero indipendenti dal tempo che gli assi Gjcx e z e3 
formano con gli assi Gj i)l) i \^ .

Se invece di misurare le componenti di [o>]e si misurano le componenti di 
[u)]e, , bisogna ricordare che [a>]e =  TR't*0]^ • Evidentemente TR' si calcola 
misurando gli angoli di Eulero che individuano l’orientazione di fé7 rispetto

/ / ra (jc1 e y .
Osserviamo pure, a titolo d’esempio, che nel caso (16), supposto =* 

=  — at2 +  b t , con a e b costanti, si ottiene la rotazione finita <D = — bzj 
1(6 Ca2) di fé7' intorno a G e3 in corrispondenza all’intervallo temporale (0 , b/a) .

Consideriamo ora il caso di un satellite fé7 in cui agiscono due giroscopi 
^  e collocati lungo due assi centrali d’inerzia di fé7 che assumiamo come 
assi Gc] e G e3 . Con l’ausilio di questi due giroscopi, determinati i parametri 
strutturali, è possibile far raggiungere a fé7 una qualunque orientazione fissata 
arbitrariamente a priori; cioè è possibile avere un movimento in cui gli assi so
lidali a fé7' assumono ad un certo istante un orientamento arbitrariamente prefis
sato. Tale fatto si può realizzare con tre successivi movimenti che si ottengono 
azionando prima ^ 3, poi ^  e infine di nuovo ^3 .

5. In ordine all’evoluzione temporale dell’orientazione di fé7' si possono 
porre due problemi che sono l’uno inverso dell’altro:

I) Quale dev’essere l’evoluzione delle velocità angolari di tre giroscopi
f  2 , ^3, collocati lungo gli assi centrali d’inerzia di fé7, per avere una evo

luzione nell’orientazione di fé7' fissata a priori?
II) Assegnato l’andamento temporale delle velocità angolari di 

^2 > ^3 > trovare il movimento di fé7' intorno a G .
Affronteremo questi due problemi facendo uso del vettore caratteristico
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ove a è il versore dell’asse della rotazione finita che conduce fé7' dalla configu
razione iniziale a quella attuale; a è orientato in modo che rispetto ad esso la 
detta rotazione appaia levogira; 0 è l’ampiezza della rotazione finita.

Si ricordi che

(19) o> — J w 2 (1 WA) iv y

ove

(20) zv =>zv -\-o> A

è la derivata temporale assoluta e zv la derivata temporale relativa di zv . 
Da (19) e (20) segue

(21) R zv — zv ,

ove

(22) R = 1  + r ^ [ « A  + ( WA')2] =

1 ‘ - 
■ =  T + ~ w 2 +  2 H (w, w) +  2 W A]

è il rotore di vettore caratteristico zv ed H (zv , zv) = ( z v  X . . .) zv .
Tenuto conto di (19), (21) e (22) la formula fondamentale (12) dà

(23) £  [R(,) *(0 =  - - n b s  K 1 - »  A)  w],

perché (1 +  zv A)  R-1 = 1 — zv A .
Da (23) si ottengono le componenti delle velocità giroscopiche secondo gli 

assi centrali d’inerzia G e, e2 e3 coincidenti con gli assi giroscopici dei tre giro
scopi &2 >&8 >

2 A
p w

= ~~ 1 +  a>2 Wx +  W3 W2 — W2 W3)

2 B /
q(V :

~  1 +  wì B(2’>  ̂~

2 C
CW\( '® »^ — «>2 +  rò8) ,r(3) =
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ove, come prima, , B<2>, C(3> sono i momenti d’inerzia di ^  , ^2 > ^3 ri
spetto ai relativi assi giroscopici.

Le formule (23') risolvono il primo problema perché dato il vettore w (t) 
si calcolano subito le velocità giroscopiche pW , qM , in funzione del tempo.

Può darsi che convenga assegnare il movimento di per mezzo degli an
goli di Eulero  ̂(t) , 0 (11) , <D (t) ; in tal caso occorrono le formule che esprimono 
wx, w2 , wz in funzione dei detti angoli.

Per affrontare il secondo problema è opportuno risolvere la (23) rispetto 
a w; si ottiene

(24) M  =  -  “ [I +  H (w , «,) +  10A], H e'1 2  [R(,) c(I> w(J)] j • 

cioè

A<!) „ B(2) C(3)
«à 2 Â  ^  —  2B" K  ~  O  ?(2) — Y c  Ws +  roa) r(3)

(24)'
Ad) Bd) Cd)
Y X  +  *°«) i>(1) — y g  (1 +  w|) ?(2) — y y  (w> — W»)»(3)

w3 !
Ad) Bd) Cd)

■ —  (w3 wx — w2) pO) — —  (w3 w2 +  wx) — Y c  C1 +  w’) ' (3)-

La integrazione di queste equazioni consente il calcolo del vettore carat
teristico w(t) in funzione delle velocità angolari dei tre giroscopi

Nel caso particolare in cui agisce un solo giroscopio, ad esempio ^  , la 
integrazione del sistema (24') si effettua facilmente. Infatti, la prima equazione 
si può integrare prescindendo dalle altre due e, a meno di una costante arbi
traria, si ha

AW H m -
(25) zox =  tag Y X  J  0^( ) •

La seconda e la terza si possono riunire in un’unica equazione ponendo

(26) / — s®* + i w 3,

ove i = : ]/ — 1 è l’unità immaginaria. Si ottiene

A «
(27) f = - 2 Y i Wl ~ Ì)fp(1)

22. — RENDICONTI 1983, vol. LXXV fase. 6.
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ed integrando segue

A*1) f* /1 \
(28)

Se la costante f 0 è nulla segue che /  si mantiene identicamente nulla. In 
tal caso, l’effetto del giroscopio , posto lungo Tasse centrale d’inerzia Gely 
è una semplice rotazione di fé7' intorno allo stesso asse, come già si è trovato. 
Si può ottenere pure un’altra soluzione particolare di (24'). Infatti, abbiamo 
notato che se pW , , r<?) sono costanti si ha una rotazione permanente uni
forme. Segue che iv ha direzione costante e quindi risulta iv || w  . Osservato 
che si può porre

(29) 1 -f“ w2 =
COS2 kt ’

ove k  è un coefficiente da determinare, da (23') si ottiene

(30)

A «  p w  
Wl==~ 2~ A  ~k tag **

w, =  —
B(2> qW 
2B  ~k

C(3> r<3> 
2C  X

tag kt 

tag k t .

Quest’ultima espressione di coincide con la (25) se si pone k =  
~ A W p W ! 2 K  e si suppone in (25) />(*) — cost.

In generale, se tutti e tre i giroscopi <̂ l , » ^3 hanno velocità costanti
diverse da zero, da (24') oppure da (29), si deduce

(31) k = A.0) pO) Y  (  B(2) (/(2> \  2 /  C<3> r<3) \ 2
- J T )  + ( ^ b - )

B ibliografia

[1] Grammel R. (1954) -  Der selbsterregte unsymmetrische Kreisel, « Ing.-Arch. », 22, 
77-97.

[2] Bôdewadt U.T. (1952) -  Der symmetrische Kreisel bei zeitfester Drehkraft, «Math. 
Z. », 55, 310-320.

[3] W ittenburg J. (1970) -  Der Stoss auf ein System gelenkig gekoppeltery Starrer Kòrper, 
« Ing,-Arch. », 59, 219-229.


