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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fìsiche, matematiche e naturali

Seduta dell'll dicembre 1982 
Presiede il Presidente della Classe G i u s e p p e  M o n t a l e n t i

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Teoria dei gruppi. — Sull’esistenza di sottogruppi nilpotenti auto- 
normalizzanti in alcuni gruppi semplici. Nota I di Alma D ’Aniello, 
presentata dal Socio G. Zappa.

S u m m a r y . — We consider the Suzuki groups and we show that there are no nil- 
potent self-normalizing subgroups and there are three conjugacy classes of F-projectors, 
where F is the formation of supersoluble groups.

1. In un suo lavoro del 1961 [3] R. W. Carter ha dimostrato che, in un 
gruppo finito risolubile, esiste una ed una sola classe di coniugio di sottogruppi 
nilpotenti autonormalizzanti (sottogruppi di Carter).

In un lavoro del 1963 [4] poi W. Gaschütz, allo scopo di generalizzare il 
risultato di Carter, ha introdotto i concetti di formazione e di F-proiettore, 
dimostrando che, se F è una formazione saturata non vuota, ogni gruppo finito 
risolubile ha una ed una sola classe di coniugio di F-proiettori, e che, quando 
F è la formazione dei gruppi nilpotenti, questi coincidono con i sottogruppi 
di Carter.

Un gruppo finito non risolubile può non contenere alcun sottogruppo nil- 
potente autonormalizzante, come succede, ad esempio, per A5 o può contenerne, 
come succede, ad esempio, per An (n >  5) [1],

In questa Nota si studia resistenza di sottogruppi siffatti nei gruppi di 
Suzuki, mentre nella successiva Nota II si studia Panalogo problema nei gruppi 
di Mathieu e nel gruppo di Janko

(*) Nella seduta dell’l l  dicembre 1982.

14. — RENDICONTI 1982, vol. LXXIII, fase. 6.
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Qui si prova che nei gruppi di Suzuki non esistono sottogruppi di Carter 
(e quindi F-proiettori, con F formazione dei gruppi nilpotenti), ed esistono tre 
classi di coniugio di F-proiettori, con F formazione dei gruppi supersolubili.

2. Si prova che non esistono sottogruppi di Carter nei gruppi di Suzuki 
facendo uso dei seguenti risultati.

T eorema 1. ([7] Teorema 9). Sia G (q) il gruppo di Suzuki sul campo 
GF (q) (<q =  22m+1, m >  0). G (q) contiene i seguenti sottogruppi:

H : un gruppo di Frobenius di ordine q2 (q — 1);

B0 : un gruppo diedrale di ordine 2 (q — 1);

A; : un gruppo ciclico di ordine q ±  r +  1 ( / =  1 ,2 ) dove r2 — 2q;
B; : il normalizzante N G (A;), il cui ordine è 4 (q ±  r +  1).

Se q è una potenza di s, G (q) contiene un sottogruppo isomorfo a G (V).
Viceversa ogni sottogruppo di G (q) o isomorfo a G (5) per qualche s tale che 

sm — q, 0  è coniugato in G (q) a qualche sottogruppo di H o B̂  (i —  1,2).

Proposizione 1. ([7] Proposizione 1). Sia H il gruppo di Frobenius del 
teorema precedente con H =  [Q] K.

Allora :
a) K è ciclico di ordine q — 1 ;
b) Q è un 2-sottogruppo di Sylow di G;
c) se I ^ x g Q ,  allora CG (x) <  Q.

Si nota inoltre che K è un sottogruppo di Hall di G. Essendo K ciclico, 
quindi nilpotente, i sottogruppi di Hall di G di ordine q — 1 sono coniugati 
di K. Poiché B0 è normalizzante di un gruppo di ordine q — 1, cioè di un coniu­
gato di K, segue che anche il normalizzante di K ha ordine 2 {q — 1).

Nel seguito le lettere H , B0, A*, B^, Q e K avranno lo stesso significato 
che hanno nel Teorema 1 e nella Proposizione 1.

Proposizione 2. Se G è un gruppo di Suzuki, G non contiene sottogruppi 
di Carter.

Dimostrazione. Sia, per assurdo, T  un sottogruppo di Carter di G. Di­
stinguiamo due casi:

1°, I T I sia pari.

Sia T 2 7  ̂ 1 un 2-sottogruppo di Sylow di T, allora esiste un 2-sottogruppo 
di Sylow G2 di G tale che T 2 <  G2. T è nilpotente, pertanto T  = :T 2x T 2/. 
Si ha T 2, C (T2); d’altra parte, per la Proposizione 1, risulta C ( x ) < j G 2, 
per ogni x e T2. È allora T 2/ <  G2 ovvero T 2, =  1. Allora T  — T 2 =  G2. 
Ma G2 è coniugato a Q e quindi non è autonormalizzato.
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2°. IT I sia dispari.

Per il Teorema 1 si può verificare, a meno di coniugio, una delle seguenti 
eventualità :

a) T  <  H =  [Q] K. Poiché | T  | è dispari, deve essere T <  K, con K 
coniugato di K e quindi ciclico. T  non può essere autonormalizzante essendo 
K < N g (K);

b) T < G  (s)(s™ =  q);
c) T  <  N g (K), con N g (K) coniugato a B0 e quindi diedrale. N G (K) =s 

- [ K ] (  x ) con x2 =  1, pertanto deve essere T <j K. T  non può essere autonor­
malizzato perché caratteristico in K che è strettamente contenuto nel suo nor­
malizzante ;

d) T  <  =  N g (A )̂ — [AJ (a^ con Ai ciclico di ordine dispari ed
a\ =  1. Poiché I T I è dispari, risulta T  <  A*.. T  non è autonormalizzato essendo
A , < N G(A4).

Il gruppo G pertanto non contiene sottogruppi nilpotenti autonormaliz- 
zanti c.v.d.

Corollario. Sia F la formazione dei gruppi nilpotenti. Non esistono F - 
proiettori nei gruppi di Suzuki.

Dimostrazione. È immediata. Infatti, in qualunque gruppo finito (anche 
non risolubile) gli F-proiettori, quando F è la formazione dei gruppi nilpotenti, 
sono nilpotenti autonormalizzanti, quindi di Carter.

3. Sia ora F la formazione dei gruppi supersolubili. Dimostriamo la 
seguente proposizione.

Proposizione 3. Sia G (q) il gruppo di Suzuki sul campo GF (q) , q= . 22m+1 
e m i> 0. /  sottogruppi B̂  (/ — 0 , 1 , 2 )  sono ¥-proiettori. Essi sono, a meno di 
coniugio, tutti e soli gli ¥ -proiettori di G.

Dimostrazione. Per le Proposizioni 15 e 16 di [7] si ha, a meno di coniugio, 
B0— [K](v) con a:2 =  1, B ^ = [ A c o n  a\ =;  1 ( i = l , 2 ) .  I B̂  (z =  0,1,2) 
sono supersolubili perché estensione di gruppi ciclici mediante gruppi ciclici. 
Poiché B̂  è un sottogruppo massimale di G, è un F-proiettore con tutti i suoi 
coniugati.

Altri eventuali F-proiettori sono contenuti in H o in un suo coniugato.
Il gruppo di Frobenius H =  [Q] K non è supersolubile. Infatti, per la (6.11) 

di [8] una eventuale serie normale a fattori ciclici di H è del tipo

H =  K n Q >  . . .  >  K, Q >  Q >  Q' >  1

con <  K (i =  1 , • • •, n). Q' è isomorfo per la (6.8) e la (6.9) di [8] al gruppo 
additivo del campo GF (q), pertanto è un 2-gruppo abeliano elementare non 
ciclico.
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Se P fosse un F-proiettore contenuto in H, P dovrebbe contenere K o un 
suo coniugato. Infatti essendo H/Q ciclico, P deve essere supplemento di Q e 
dall’essere H =  [Q] K segue che | K | divide | P | onde, essendo K di Sylow 
per H , P contiene un coniugato di K.

Pertanto un eventuale F-proiettore contenuto in H dovrebbe essere, a meno 
di coniugio, del tipo QK con Q <  Q. Ma se QK fosse supersolubile dovrebbe 
contenere un sottogruppo ciclico di ordine 2 normale, onde vi sarebbe in Q, 
e in Q, un elemento di periodo 2 normalizzato da K, e ciò è assurdo perché, 
per la (6.5) di [8], Punico elemento di Q normalizzato da K è Punità. Quindi 
H, e con lui i suoi coniugati, non contiene F-proiettori.

Osserviamo che :
a) se F è la formazione dei gruppi supersolubili, gli F-proiettori nei 

gruppi di Suzuki non sono coniugati, risulta infatti B̂  dp B̂- se i 9^/;

b) se P è contenuto in Q , K , Ax o A2, P non è F-proiettore per ogni 
formazione F contenente i gruppi ciclici poiché N G (Q)/Q > N G (K)/K e N G (A*)/Ai 
(i —  1 ,2 ) sono ciclici ;

c) se P =  B^, H (/ =  0 , 1 , 2 ) ,  P è F-proiettore per ogni formazione F 
tale che P appartiene ad F e F non contiene i gruppi semplici.
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