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Geometria. —  Strutture di André con gruppi di traslazioni tran
sitivi non normali <*). Nota <**> di M auro  B il io t t i e A r m in  H erzer , 

presentata dal Socio G. Z a p p a .

Summary. — We give some examples of André-structures admitting translation 
groups which are transitive on the set of points but which are not normal in the 
dilatation group. André structures with this property seem to be new in the literature.

Le strutture con parallelismo di André (A-strutture) [1], [2], [3], [4] e, 
più in particolare, gli spazi di Sperner [13] sono stati studiati, sotto molteplici 
aspetti, da numerosi autori. Com’è stato messo in luce da Biliotti in [7] esistono 
A-strutture dotate di più gruppi di traslazioni transitivi sull’insieme dei punti. 
Esempi di A-strutture con tale proprietà sono stati successivamente dati anche 
da Will in [14], mentre studi sulle relazioni intercorrenti fra i diversi gruppi 
di traslazioni di una medesima A-struttura sono stati svolti in [9] (e, in un 
contesto più generale, in [5] e [6]). Per quanto consta agli autori è rimasto 
però a tutt’oggi aperto il problema dell’esistenza di A-strutture con un gruppo 
di traslazioni transitivo sull’insieme dei punti e non normale nel gruppo delle 
collineazioni. In questa Nota si mostra che, utilizzando opportunamente un 
metodo per la costruzione di A-strutture dovuto a Permutti [11], è possibile 
fornire esempi di A-strutture con gruppi di traslazioni transitivi sulPinsieme 
dei punti e non normali neppure nel gruppo delle dilatazioni. In base a risul
tati dovuti a Seier [12], resta parimenti provato che un’A-struttura costruita 
con il classico procedimento di André [2] a partire da un gruppo T  e da una 
partizione in sottogruppi di T può possedere collineazioni e, in particolare, 
dilatazioni fissanti l’elemento neutro di T, le quali non risultino indotte da 
autotnorfismi di T.

1. Sia P  un insieme di elementi, detti punti, R una famiglia di sottoin
siemi di P, detti rette, e parallelismo (simbolo « / / ») una relazione binaria su R. 
La terna 2  ==; ( P , R , / /) si dice una A-struttura se sono soddisfatti gli assiomi:

Ai) due punti distinti appartengono ad una ed una sola retta;
A2) il parallelismo è una relazione di equivalenza; per ogni punto p  ed ogni

retta R esiste una ed una sola retta S tale che p e S e  S / / R ;
A3) ad ogni retta appartengono almeno due punti; esistono tre punti non

appartenenti ad una stessa retta.

Se le rette di 2  hanno tutte la stessa cardinalità, 2  è detta uno spazio 
di Sperner (S-spazio),

(#) Lavoro svolto neirambito delle attività del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
(##) Pervenuta all*Accademia il 26 ottobre 1982.
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Una collimazione di 2  è una corrispondenza biunivoca di P  in sé la quale, 
insieme con la sua inversa, muta rette in rette e conserva il parallelismo. 
Una dilatazione S di 2  è una collineazione tale che R / / R8 per ogni R e R . 
Una traslazione t  è una dilatazione identica o priva di punti fissi. Se t  fissa 
tutte le rette di una classe di parallelismo, t  è detta centrale. Le dilatazioni 
costituiscono un sottogruppo normale D (2 ) del gruppo delle collineazioni di 2 . 
Le traslazioni non costituiscono, in generale, un gruppo [7]. Un’A-struttura 
si dice di traslazione se possiede un gruppo T di traslazioni transitivo sull’in
sieme dei punti. In tal caso, se D 0 è il gruppo delle dilatazioni che fissano 
uno stesso punto, si ha D (2) =  TD 0.

2. Sia A un anello di integrità, con unità, dotato di massimo comun 
divisore (m.c.d.) destro e sia n >  2 un intero. Denotiamo con a =  (aj, 
1 <  i <  n, gli elementi della somma diretta An di n copie di A (+ )  e con 0 
l’elemento neutro di An. Inoltre, se x =  (#*) e Anì a e A, scriviamo xa in luogo 
di (xìo) ed ax in luogo di (ax )̂, Infine poniamo xA — {xa : a e A}. Sia

A  =  {(ai) A  : m.c.d. (a1 , • • •, an) =  1} .

Si verifica tu ]  che gli elementi di A  sono sottogruppi di An e costituiscono 
una partizione di An, ossia:

- a ^ U « A ;
a A e A

-  per ogni aA , bA e A, o aA =  &A o aA D bA — 0 .

È allora ben noto [2] che la struttura di incidenza con parallelismo (sim
bolo « / / ») definita nel modo seguente:

-  i punti sono gli elementi di An;

-  le rette sono i laterali di elementi di A;

aA +  b 11 a A  +  b' 

se e solo se aA =  a A ; 

è un S-spazio di traslazione che denoteremo con [A*1].

Le applicazioni di An in sé del tipo

Tc : x —*jc-f -c,  c e  An

sono traslazioni centrali di [An] e costituiscono un gruppo transitivo su An [11]. 
Se U denota il gruppo costituito dagli elementi unitari di A, le applicazioni 
di An in sé del tipo

: x —* xu , u e U

sono tutte e sole le dilatazioni di [An] che fissano il punto 0 [11] e costituiscono 
un gruppo U, isomorfo ad U.
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Proposizione 1. Sia | | un omomorfismo di A  in U , H il suo nucleo ed U 0 
la sua immagine. Se \ | soddisfa la condizione :

a) x (1 — u) e H per ogni x e A  , ue  U 0 ,

Vinsieme An, dotato delV operazione binaria « o » definita da

x ° y  — x \ y \  +  , x , y  e An

è un gruppo. Le applicazioni di An in sé del tipo

oc : x xo c , c e  A 1

sono traslazioni di [An] e costituiscono un gruppo An ( o ) isomorfo ad A  ( o ) e 
transitivo su A'.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che da a) segue \ xu\ — \x  \ per 
ogni x e An, u e  U 0 e quindi | x | y  | | =  | x | per ogni x , y  e A .  Siano 
X  , y  , z e A .  È

(x oy) oz — { x o y ) \ z  \ +  Z ==

=  ( * | y |  +  y ) l « l  +  « =  * | y | | * l  +  y | * l  +  *.

D ’altra parte è

x  0(3; 0 2f) = : X I (y Oz) I +  (y  °«)

—  x \ y  \ z  \ +  z \  +  y \  z  \ +  z

=  ac I y  I Ä I [ ■ I 2T I — 3̂  I jsr I -\- z  poiché | | è un omomorfismo, 

=  x \  y \  \ z \ - { - y \ z \ - [ - z  per quanto osservato.
(

Pertanto « o » è associativa.
È subito visto che 0 è l’elemento neutro. Inoltre si ha

— x  I ac I“1 o #  — — x  | x  |_1 | x  | -j- ac = ; 0 ,

cioè ogni elemento ammette inverso sinistro e quindi A  ( o ) è un gruppo. 
Se aA +  6 è una retta di [Aw] risulta

(aA +  b) ac =  (aA +  &) 0 C z==; (ÄA +  6) | c | - f  c =

=  a A +  b I c I +  c =  aA +  6 o c

poiché A I c I =  A essendo | c | un elemento unitario di A. Ciò prova che gc 
è una dilatazione di [A*1]. Dalla definizione segue immediatamente che le dila
tazioni gc sono prive di punti fissi per c ^ O  e costituiscono un gruppo transi
tivo su A  e isomorfo ad An(o).
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Una traslazione gc è centrale se e solo se | c | =  1, ossia c e  H. An(+ )  
ed Aw(o) sono ambedue estensioni di H, in sintonia con i risultati di [6].

Proposizione 2. I l gruppo An(o) è normale nel gruppo delle dilatazioni 
di [An] se e solo se per ogni c e A tt, u e  U risulta

b) \ cu \ ~  u- 1 I c I u .

Dimostrazione. Supponiamo Aw(o) normale. Siano c e A n, u e \ J .  Si ha 
K 1 C7c Sue Aw ( o ) e quindi S“1 gc Su — Gd  per un certo d  e A 1. Si ha

X  (Sj*1 Gc $u) —  ((XU-1) o c) U —  X (U~X I C I U) +  CU

e quindi deve aversi

x (u t1 \ c \ u) -\- cu — x \ d  \ d

per ogni x  e Aw. In particolare, per x  =  0, deve essere d  =  cu. Segue allora 
immediatamente b). Il viceversa è analogo ove si tenga conto che è sufficiente 
provare che U normalizza A^(o), poiché, come si verifica con un semplice 
calcolo che omettiamo, è sempre 1 Aw( o ) ra =  Aw(o) qualunque sia Ta> 
con a e An.

Denotiamo con Zm Fanello delle classi di resto mod m. È utile per il 
seguito il seguente lemma.

Lemma 3. Sia v un elemento unitario di periodo finito m dell'anello A e 
sia 9 un omomorfismo di An in Zm ( + )  soddisfacente la condizione

a') per ogni x e  An, x  (1 — v) è nel nucleo di 9 ,

allora V applicazione | | : Aw -> U definita da

per ogni x e  An è un omomorfismo soddisfacente la condizione a).

Dimostrazione. Chiaramente | |  è un omomorfismo. Mostriamo che 
x (1 —  vs), 1 < s  <  m, è nel nucleo di 9 . L'asserto è vero per s =  1. Supposto 
vero per s — 1 si ha

(#üs) 9 =  ((#£ v) ^ -1) 9 =  (xì v) 9 =: 9 =  xcp

e quindi è vero per s. Allora si ha

I * ( 1 — O  I =  vW -'vS)) ’ =  v° =  1

e quindi | | soddisfa a).
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3. Sia p  un numero primo dispari, 1 7  ̂ Çe C, £p= l e A  =  Z[£] (cioè A 
è bordine massimale del ^-esimo campo ciclotomico Q(Ç). Vedi [8]). 

Consideriamo l’applicazione a : A -> Zp così definita

ove

v - 1

y  x&
3=0

mod p

x e  A
V - 1

X = J ^ XU) V
3=0

X &  G Z .

L’applicazione oc è ben definita. Infatti se

p - 1 v - 1 p - l

2  x (j) V — 2  £*> allora 2  — 3/w) X? — 0 .
3 = 0  3 = 0  j = 6

27-1
Pertanto il polinomio minimo 1 +  t +  • • • +  tp~x di Ç divide — y&) P.

3 = 0
p = 1

Ne segue c(\ +  t-\------- M M ) = S ( * <J')— y ^ ) P  con c e Z, ossia — y 0)= c ,
3—0V- 1

da cui 2  (xij)— y {j)) =  0 mod p  e quindi
3 = 0

( x  * < n ' ) « = ( s\j=o / \}=0 ]

È subito visto che
(x +  y)  oc =  xoL +  yoL ;

{x'C) oc =  xoi ;

(xz) oc =  xoi z  mod p

per ogni x , y  e A, z  e Z. Quindi è

p —1 p — 1  p - i

(xy) a =  X  (*yw-) a =  X  («y^) « =  * a X  mod p ,
3 = 0  j = 0 >*=0

P-l
ma è anche x a ja  == «va ^  3/^  mod p  e perciò (xy) oc =  #oc joc per ogni 
x , y  e A. 2==0

L’applicazione a è un epimorfismo di A su Z .̂
Se ft g Z, ft 2, definiamo <p : Aw —>* Ẑ  nel modo seguente

È immediatamente visto che

(* +  J') 9 =  *9 +  y?
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per ogni x , y  e An. Inoltre si ha

i n  \  n

(xa) 9 =  (Xi a) 9 =  x% a ) a — 2  (xi a) a ^

n / n
=  2  *i a «oc =  ( J ]  »

Ì =1  \ l = l

per ogni x g Aw, a g A. In particolare vale

(x£) 9 =  xcp

e quindi l’omomorfismo 9 soddisfa la condizione a') del Lemma 3 con v =  Ç. 
Se l’anello A è a fattorizzazione unica, e ammette quindi m.c.d., in base ai 
risultati del §2 è possibile costruire, mediante A e 9, un S-spazio [An] il 
quale ammette Aw( ° )  come gruppo di traslazioni transitivo sull’insieme dei 
punti. Ricordiamo [10] che i numeri primi p  per i quali A è a fattorizzazione 
unica sono 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19.

Osserviamo che si ha | ca | =  | c |, c e  An, a e A, se e solo se (ca) 9 — 09, 
ossia se e solo se aoc == 1 mod L’anello A contiene elementi unitari tali 
che au ^  1 mod p , ad esempio gli elementi — C e 1 +  £ +  * * * +  C* con 
1 <  $ <  p  — 1. Pertanto, per la Proposizione 2, il gruppo An (o)  non è nor
male nel gruppo delle dilatazioni di [A1].

È interessante notare che, essendo 1 — Ç un divisore primo di p  in 
A =  Z [Ç] (vedi [8], 3.1, Lemma 1), l’applicazione oc può essere riguardata 
come l’epimorfismo naturale di A su A/p ~  Zpy ove p denota l’ideale primo 
generato da 1 — Si può allora considerare la localizzazione Ap di A rispetto 
a p e  l’epimorfismo naturale.

òc *. Ap —* Ap/pAp — A/p — Zp .

Poiché Ap è sempre a fattorizzazione unica, è possibile, più in generale, ripetere 
la costruzione precedente facendo uso di Ap ed oc.

i j cu aoL =  X9 aoL
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