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Equazioni a derivate parziali. — Coomologia di un campo vet
toriale mai nullo. Nota di A n g e l a  D e S a n c t is  e G iu l ia n o  S o r a n i, 

presentata W dal Socio E. M a r t in e l l i.

Summary. — We write a cohomological resolution of the sheaf of solutions of 
the differential operator d\dxn on a manifold M and study the cohomology groups 
H° (M , S?) and H1 (M , SP).

Sia M una varietà differenziabile reale di dimensione finita n, dotata di 
campi vettoriali reali di classe ^°° mai nulli. Indichiamo con fé*50 M lo spazio 
delle funzioni differenziabili su M, con s/° il fascio dei germi delle funzioni dif
ferenziabili su M e con <  p ■< n, quello delle p-forme differenziali su M.

Scopo di questo studio è quello di scrivere la coomologia di un campo vet
toriale mai nullo, inteso come un operatore differenziale lineare del primo ordine 
X : fé700 M -> ^°° M, che, come è noto, per una opportuna scelta di coordinate 
locali x1,-»*yxn> può essere rappresentato localmente come 3/3#w.

Il metodo usato è quello che permette di scrivere la coomologia di un qua
lunque operatore differenziale lineare a partire da una risoluzione coomologica 
del nucleo, come illustrato in [2].

Per ogni g e l’equazione (9//9#w) =  g ammette sempre soluzioni locali, 
che si ottengono integrando g rispetto ad xn e aggiungendo un germe di fun
zione nelle sole variabili %,•**, #w_i. In generale non vi sono però soluzioni 
globali: infatti, p. es., su Q, =  {z eR 2 : 0 <  \\z\\ <  1}, con coordinate p , 0, 
l’equazione (3//30) =  1 non ha soluzioni globali continue.

I Studio locale

Indicato ancora con X l’operatore differenziale indotto su «^°, sia il 
nucleo di quest’ultimo, cioè il fascio dei germi di funzioni /  per i quali, scelto 
opportunamente il sistema di coordinate attorno al centro, risulta (3//9#w) =  0. 
Occorre scrivere una risoluzione coomologica del fascio

Indichiamo con D : -> stf1 l’operatore differenziale lineare del primo
ordine definito, per ogni / e  con m e M, da D ( /)  =  ( S àxn.

Questo operatore differenziale ammette una naturale estensione
, n — 1, definita in coordinate locali da

D I A * * *A J =  - - dx^ A * * *A &xip A
\iv-ip  /  iv-ip àxn

(*) Nella seduta del 12 dicembre 1981.
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per ogni
2 àxi f est*m

con m e  M, dove, ora e nel seguito, le successioni di indici (ix,• • •, ip) sono in 
ordine strettamente crescente, 1 <  ix <  i2 <  • • • <  iv <  n.

Nella definizione si sottointende che x1 , • • - , xn è il sistema di coordinate 
locali attorno ad m che permette di rappresentare X come d/dXn-

Ovviamente l’operatore differenziale introdotto è di quadrato nullo.

Lemma 1. Sia sé p, p = ì  , * •* ,«— 1, Vinsieme dei germi delle p-forme 
differenziali su M tale che ogni elemento di con m e M, rispetto al sistema 
di coordinate scelto attorno ad m, è del tipo

(*̂1 )* * *> ^n — l) d ^ x A * * ‘Ai y  ip

con ij ^  n per ogni j  =  1 , • • •, p.
sé p è un sottofascio del fascio stfp.

Dimostrazione. Basta osservare che tale insieme è il nucleo dell’operatore 
differenziale lineare del primo ordine P : stfp definito da

p (. J j . aiv ip  dxh  A • • -A dxi ) =  2  d° Z  3p dxh  A • • -A dxjp +\ i y i p  J h'"3p^n

4“ d ^ x A • • • A j A dxn

per ogni 2 .  ah - i p  dxh  A • • - A dxi f e sé*. q.e.d.
iy-ip

Il lemma precedente permette di prendere in esame i fasci quozienti
*tv\ J p =  ^

Indichiamo ancora con D : —>* ^  l’operatore differenziale quoziente in
arrivo di D : ->

Di dimostrazione immediata è il seguente :

Lemma 2. Uoperatore differenziale D : ^ /p —> s /p+1, p =  1 w — 2, può
essere quozientato a D : >̂p —* c£p+1; inoltre è ben definito D : —» • quo
ziente in partenza di D : sé*”"1 q.e.d.

Dai lemmi 1 e 2 segue quindi:

Teorema. Sia e /’inclusione canonica di Sf in 
La successione :

è esatta.
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Dimostrazione. -  È chiaro che anche Poperatore differenziale quoziente 
è di quadrato nullo.

La coppia &1 —-> è esatta. Infatti, se | d# J  e fé* cioè

Ù
n 1 1—1 w
2  àxA è una classe di equivalenza rappresentata da 2  a% &x%€ ^  e 

inoltre
i — 1

0/7
£ .d*, A d * J  = 0L t = i  3jc„ *«] = '

allora

i—iUt ai d*i =  K  d*n] .

Quindi, scelta f e s / °  in modo da soddisfare Pequazione (df l dxn) =  an, si ha

k d * J = [ ^  d*n] =  D ( / ) .

Sia p —  1 , • • - , n — 3, la coppia VP — ^ p+1 — + è esatta. Infatti, se

I S  ah- ■ -ip+i dxh  A • • • A dm I € +1Hr-iß+i J

. 4*4 Ov d*^ A • • • A dXi A d x j = 0 ,■]
allora

]L ah •••v+i A * * * A da?^+1 2
LH'-'V+l J ah"-òpn ^xh A * • • A dx^ A dx*■

Per h > " - > j p î t i n > scelta bjv - jpe ^ °  in modo da soddisfare {^bh . . . jpldxn) =  
=  a jv r jpn, risulta

f . S .  «A •Ul-
d^-, A • • • A d»^ A d»,3p n » J ^  1 i  ^  ^  d ^ i A * * * A d#j^j ^ .

D : fén 1 è surgettiva. Infatti, per ogni fd x1 A — A dxn e jtf91, scelta
ù g /  con (da/dxn) = f ,  si ha

q.e.d.

fd x 1 A • • • A dxn =  D ([öd^i A • • • A d ^ J ) ...
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S tu d io  d e l l ’ H° (M , Sf) e d e l l ’ H1 (M , Sf)

La risoluzione ottenuta per il fascio permette il calcolo della coomologia 
di M a valori in Scollegata con l’equazione X f  =  g. In particolare risulta subito 
quanto segue.

Lo spazio H° (M , S )  è quello degli integrali primi differenziabili del campo 
vettoriale X. Interessante è il caso in cui H° (M , S )  =  R ,̂ dove k è il numero 
delle componenti connesse di M. Questo caso si presenta in particolare se esiste 
un insieme attrattore per X contenuto in una sola 1-varietà integrale del campo 
vettoriale mai nullo.

Lo spazio H1 (M , S )  è nullo se e solo se per ogni g e <ÿ00 M l’equazione 
X / =  g ha soluzioni f e  V°° M, cioè X«*° M =  «*° M. In [1] J. J. Duistermaat 
e L. Hörmander danno altre condizioni topologiche necessarie e sufficienti a 
tal fine.
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