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Algebra. — Su una classe di gruppi dotati di una serie di 
spezzamento principale. Nota (*> di A l essa n d r o  S c a r se l l i, presen
tata <**> dal Socio G. Z a p p a .

Summary. — Groups all whose nonidentity subgroups split over a normal inse
parable nonidentity subgroup are studied.

Sia G un gruppo finito; G è detto separabile se si spezza su qualche sotto
gruppo normale proprio, ovvero se esistono un sottogruppo normale N con 
( l ) ^ N ^ G e u n  sottogruppo C, tali che G =  NC e N D C =  (1 ) ; G è  detto 
inseparabile in caso contrario. Ogni gruppo finito G ^  (1) ammette una fattoriz- 
zazione della forma G =  Sx S2 • • • Sn con sottogruppo inseparabile non 
identico, Li =  S1S2 • • • sottogruppo di G e Li41 prodotto semidiretto del 
sottogruppo normale L* con Si+1. L’insieme , S2,* • - , SJ- è detto un
sistema di spezzamento di G di lunghezza n e la catena (1 ) =  L0 < Lj <3 • • • <1 Lw 
una serie di spezzamento di G di lunghezza n (cfr. [2], [3], [4], [6], [7]). Una 
serie di spezzamento del gruppo G è detta principale se i suoi elementi sono 
sottogruppi normali di G.

Non tutti i gruppi finiti ammettono una serie di spezzamento principale 
(ad esempio il gruppo alterno su quattro oggetti) ; indicheremo con sé  la classe 
costituita dai gruppi finiti che ne ammettono una e con ^  la classe dei gruppi 
finiti i cui sottogruppi propri appartengono ad sé.

Se H è un sottogruppo del gruppo G e {H^} è una serie di spezzamento 
principale di H, diremo che {H^} è estendibile a G, se esiste una serie di 
spezzamento {Gj} di G, tale che {G  ̂O H} =  {H*}. Indicheremo con fé7 
la classe dei ^-gruppi, tali che ogni serie di spezzamento principale di 
ogni sottogruppo è estendibile e con la classe dei gruppi i cui sotto
gruppi sono ^-gruppi. Sia {G }̂ una serie di spezzamento principale del 
gruppo G e sé ; se H è un sottogruppo di G, diremo che H è compatibile 
con {GJ se {G^OH} è una serie di spezzamento principale di H. Indiche
remo con E la classe dei gruppi dotati di una serie di spezzamento principale 
rispetto alla quale ogni sottogruppo è compatibile.

T eorema 1 (Doerk [5]). Ogni sottogruppo proprio del gruppo finito G sia 
supersolubile e G non sia super solubile, allora

(#) Lavoro eseguito nell’ambito delle attività del G.N.S.A.G.A. del C.N.R. 
(*•) Nella seduta del 24 aprile 1981.



A lessan d ro  S c a r se l li ,  S u una classe di gruppi dotati, eco. 199

a) G possiede uno e un solo sottogruppo di Sylow normale non banale P;

b) P/O (P) è un sottogruppo normale minimale di G/O (P) e non è ciclico;

c) O (P) £  Z (P) ;

d) Se p\o (P), allora P ha esponente p  se p  >  2 e in ogni caso se P è 
abeliano, mentre ha esponente 4 se p  =  2 e P non è abeliano ;

e) Se Q è un complemento di P in G , CQ (P/0(P)) =  Cq (P )= Q  n  (G).

T eorema 2. -  Sia G e f .  G è  supersolubile se e solo se ha un 2r-sottogruppo 
di Hall normale.

Dimostrazione. -  È ben noto che un gruppo finito supersolubile ha un 
2 -sottogruppo di Hall normale. Sia viceversa G e f e H u n  2 -sottogruppo di 
Hall normale di G. Procedendo per induzione su o (G), si può supporre che 
G sia non supersolubile minimale. Per il Teorema 1, G possiede un sottogruppo 
di Sylow normale non banale P. Sia p  il divisore primo di o (P). Deve 
aversi p  >  2, altrimenti G =  P X H risulterebbe supersolubile.

Sia L un sottogruppo normale inseparabile non identico, sul quale G si 
spezza e Q un complemento di P in G. Si avrà allora L =  (P n  L) (Q O L) ed 
essendo L inseparabile, deve aversi L ç  P o Lç=Q. D ’altra parte se L c  Q, si 
ha L ç C q  (P) £  ® (G), per il Teorema 1 (e), contro il fatto che G si spezza 
su L. Essendo p  >  2 , P ha esponente p> per il Teorema 1 (d) e quindi 
anche L ha esponente p y ed essendo inseparabile ha ordine p \ essendo 
P/O (P) normale minimo in G/O (P) e L Ç O (P) ^ O (G) si ha P =  L contro 
il fatto che P non è ciclico.

L emma 3. -  Sia G un 2-gruppo, G ' c Z ( G ) ^ G , Ü 1 (G) s  O (G) ed 
exp G =  4, allora G contiene sottogruppi di almeno uno dei seguenti tipi:

a) A [x , y  , s  I x4 = y 4 — z 2 =  1 , [x , y] — z e  Z (A))

h) B =  [x , y  , z  I x4 =  z 2 =  1 , [x , y] =  # g Z (B) , x2 = y * )

c) C =  [x , y  I x4 =  1 , x2 = y 2 , [x , y]  =  x2) .

I  gruppi A , B e C sono non abeliani minimali ; C è inseparabile, B si spezza sul
sottogruppo normale e inseparabile [xy) , A non si spezza su alcun sottogruppo 
normale inseparabile non banale, benché sia separabile.

Dimostrazione. -  Non essendo G abeliano, in una base di G esistono due 
elementi x e y  tra loro non permutabili. Essendo ^ (G )  ç  O(G) ed exp G =  4, 
x e y  hanno entrambi periodo 4. Se x2 = y 2 si ottengono B o C a seconda che 
[x , y] x2 o [x , y] =  x2. Notiamo che nel gruppo B gli elementi y  e yx  hanno 
entrambi periodo 4 e non sono permutabili. Si ha (xy)2 — x2 y 2 [y , x] =  z. Posto 
x y = t , B si presenta nella forma B =  { t , y  | t4—y 4= 1, [ t , y ]  =  t2). Sia ora (x,y)  
non isomorfo nè a B, nè a C. Dovrà allora essere x2^Ly* e y 2 ^  [ x , y \ ^ y 2
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e si ottiene il gruppo A. Sia ora X uno qualsiasi dei gruppi A , B o C. Si ha 
® (X) =  Z (X) =  Qi (X) ha indice 4 in X ; ne segue che ogni sottogruppo mas
simo M di X  contiene Z (X) e [M : Z (X)] =  2, quindi M è abeliano. Perciò 
X è non abeliano minimale. L’unico elemento di periodo 2 di C è x2 e quindi C 
è inseparabile. Abbiamo già notato che, nel gruppo B, [xy] è normalizzato day e 
(xy) n  (y) =  (1). Essendo [xy) [y) =  B, si ha che B si spezza sul sottogruppo 
normale inseparabile (xy ). Il gruppo A ha ordine 32, nessuno dei sottogruppi di 
ordine 16 ha complemento, essendo (A) ® (A). Non vi sono sottogruppi
ciclici di ordine 8 e nessuno dei sottogruppi ciclici di ordine 4 è normale.

T eorema 4. -  Sia G e  f , P  un 2-sottogruppo di Sylow di G e valgano le 
seguenti condizioni:

(a) se o (P) =  8 , P non sia il gruppo dei quaternioni

(b) se o(P) >  16, ogni sottogruppo di ordine 16 ed esponente 4 di P, sia 
abeliano ;

allora G è super solubile.

Dimostrazione. -  Sia G un minimo controesempio, allora G è non super
solubile minimale. Sia P il ^-sottogruppo di Sylow normale non banale di G. 
Sia p  >  2, allora, essendo G/P supersolubile, esso ha un 2'-sottogruppo di Hall 
normale H/P. La retroimmagine H di H/P nell’omomorfismo naturale di G su 
G/P è allora un 2-sottogruppo di Hall normale di G, quindi G è supersolubile, 
per il Teorema 2, una contraddizione. Quindi p  =  2. Sia P non abeliano, allora, 
per il Lemma 3, P contiene qualche sottogruppo isomorfo ad A , B, o C, ma se 
o (P) =  8, non essendo P abeliano per ipotesi, deve essere P ~  C, il gruppo 
dei quaternioni contro (a); se o (P) > 1 6 ,  per le ipotesi fatte, B non contiene 
sottogruppi isomorfi a B o a C, e, poiché A si ha una contraddizione. 
Dunque P è abeliano. Sia L un sottogruppo normale e inseparabile di G 
sul quale G si spezza e Q un complemento di P in G. Deve allora aversi 
L =  (P O L) (Q n  L), ed essendo L inseparabile, deve essere L ç P  o 
L g Q .  Se L ç Q ,  allora L ç  C q (P) Ç= ®  (G) e si ha una contraddizione; 
se L ç P ,  non essendo L ^ ® (G) e P/® (P) normale minimo in G/® (P) 
deve aversi L =  P ed essendo exp P =  2 si ha una contraddizione.

D efinizione. -  Per ogni gruppo G, indichiamo con W (G) Punione dei sot
togruppi normali supersolubili di G.

T eorema 5. -  Sia G e f ,  allora lo (G) è super solubile.

Dimostrazione. -  Siano Nj e N 2 sottogruppi normali supersolubili di G, 
Hx e H2 i rispettivi 2'-sottogruppi di Hall. Risulta allora che H3 e H2 sono, rispet
tivamente sottogruppi caratteristici di Nj e N 2 e quindi entrambi normali in G. 
D ’altra parte H1H2 =  H è un 2-sottogruppo di Hall di N = N XN 2 e quindi, 
essendo H < N  e N e  J 1, N è supersolubile, per il Teorema 2. Perciò gr(G) 
è supersolubile.
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D efinizione. -  Il sottogruppo normale N del gruppo G è detto supersolu- 
hilmente immerso in G, se esiste una G-serie normale N0= ( l ) c = N 1cz •••
• • • c  N m =  N,tale che [N* : N ^J è un numero primo per i =  1 ,2  , • • -, m.

T eorema 6 (Baer [1]). -  Sia N un sottogruppo normale del gruppo G e sia 
N super solubilmente immerso in G, allora G/Cg (N) è super solubile.

T eorema 7. -  Sia G e 3d risolubile. G è supersolubile se e solo se <F (G) è 
super solubilmente immerso in G.

Dimostrazione. -  Sia F (G) il sottogruppo di Fitting di G. È ben noto che 
CG (F (G)) =  Z (F (G)) in un gruppo risolubile, ed essendo F (G) £  jy (G) si 
ha che CG (ff (G)) =  Z (<F (G)). Per il Teorema 6, G/Z (<F (G)) è supersolubile 
e quindi anche G/ÉF (G). Essendo <F (G) supersolubilmente immerso in G, 
anche G è supersolubile. Il viceversa è ovvio.

Osservazione. -  L’olomorfo del gruppo dei quaternioni tramite un suo gruppo 
di automorfismi di ordine 3 è un esempio di gruppo risolubile, ma non super
solubile, appartenente a G =  SL ( 2 , 5 )  è un gruppo non risolubile, appar
tenente a nel quale <F (G) =  Z (G) è supersolubilmente immerso in G.

T eorema 8. -  Sia G e @ e {L  ̂ | i =  0 , • • *, n) una serie di spezzamento
principale di G, allora L*/L^ è un p-gruppo ciclico o generalizzato dei
quaternioni.

Dimostrazione. -  Per induzione su n, è sufficiente provarlo per n — 1. 
Allora G è inseparabile e quindi (l) =  L0c:L 1 =  G è l’unica serie di
spezzamento di G. Ne segue che ogni sottogruppo di G è inseparabile e
quindi G è un ^-gruppo, ciclico o generalizzato dei quaternioni.

Teorem a 9. -  Sia G e ê  un p-gruppo e (L  ̂ | i =  0 , • • - , n) una serie di 
spezzamento principale, rispetto alla quale ogni sottogruppo è compatibile. Allora 
si verifica una delle seguenti condizioni:

(a) Lw_! è abeliano elementare e G =  L,_1x  M con M ciclico o generalizzato 
dei quaternioni ;

(b) p =  2, exp Ln_! > 2  e G =  X x Y  con X abeliano elementare e Y 
die dr ale.

Dimostrazione. -  Supponiamo anzitutto che sia p >  2 oppure che G sia 
abeliano e mostriamo che in tal caso Ln_x è abeliano elementare e G =  Lw_! X M 
con M ciclico. Se infatti G è un minimo controesempio, esso è abeliano o 
non abeliano minimale. In ogni caso, comunque si prendano a , be  G si ha 
(ab)v =  aP bv . Sia ora exp Ln_x >  p  e sia x e Lw_x tale che xp Sia
poi y $  Ln_x tale che y p ^  1 e sia 1 ^fiy0e (y) tale che y% ~  1. Allora
(xy0) £  L(1_t . Sia infatti (xy0) ^  L n_l t  allora {xy0) D L n_1== (xp) , ma (xy0)
non si spezza su [xp) e si ha una contraddizione. Perciò j 0g Lm_1, ma
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y  4 L^-i, quindi (1) ^  (1) {(^y) .  Giacché {y) è inseparabile si
ha una contraddizione. Si conclude che ogni elemento che non ha periodo p  
è contenuto in Ln_x.

Sia z  $ L%_!, allora xz non ha periodo p  e non è contenuto in Lw_! e si ot
tiene ancora una contraddizione. Perciò exp Lw_x <^>. Ne segue che o(Lx) = p  
oppure Li =  G. Se Lx =  G, allora ogni sottogruppo di G è inseparabile e G 
risulta ciclico. Se ha ordine p , allora è contenute nel centro di G ed 
è G =  L1xR;  procedendo per induzione si ottiene che Ln_x è abeliano 
elementare e G =  X M con M ciclico. Sia ora p  =  2 e G non sia 
abeliano. Se Lw_1= ( l ) ,  allora ogni sottogruppo di G è inseparabile e G 
è generalizzato dei quaternioni. Se exp Ln_x =  2, allora G =  Lj X R, per 
un certo sottogruppo R, ed essendo G un minimo controesempio, risulta 
G =  L w _ 2  X M con M generalizzato dei quaternioni. Sia infine exp >  2. 
Sia x e Lw_! e y  $ di periodo 2 allora (xy)2 =  x2 [x , y] e Lw_x. Poiché 
[xy) è inseparabile, si ha (xy)2 =  ì e quindi x2 =  [y , x ] = y x ~ 1 yx  e 
dunque x =  yx~x y.

Perciò y  induce in Lw-1 1’inversione, e dunque Lw-1 è abeliano. Per ciò che 
abbiamo già mostrato nel caso abeliano, deve aversi Lw_1 =  Ln_2x M  con M 
ciclico e L^ _ 2  abeliano elementare.

Sia Lw_2 ^: (1), allora a (L 1) =  2 e quindi G =  Lxx R  con R opportuno 
ed essendo G un minimo controesempio si ottiene una contraddizione. Dunque 
Lw_2 =  (1 ) e Lx =  M. Sia ora t un elemento di periodo 4 di M e v un elemento 
di periodo 4 di G, non appartenente a M. Deve allora essere ( ü ) n M =  (1) 
giacché (vz) non si spezza su alcun sottogruppo proprio. D ’altra parte v2 induce 
in (t) l’inversione e si ottiene una contraddizione. Perciò ogni elemento di G, 
non appartenente ad M ha periodo 2. Essendo G/M inseparabile, deve aversi 
[G : M] =  2 e quindi G è diedrale.
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