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Geometria. —  Osservazioni sullo spazio dei moduli delle curve 
trigonali. N ota  di F a b io  B a r d e l l i  W e A n d r e a  D e l  C e n t i n a  (**), 

presentata <***) dal Socio G . Z a p p a .

Summary. — Let C be an algebraic projective smooth and trigonal curve 
of genus g >  5. In this paper we define, in a way equivalent to that followed by 
A. Maroni in [1], an integer m, called the species of C, which is a birational invariant
having the property that 0 < m <  and m — g =  0 mod (2). In section 1
we prove that for every g ( >  5) and every m, as before, there are trigonal curves of 
genus g and species m. In section 2 we define the space of moduli of trigo
nal curves of genus g and species m. We note that is irreducible and uniratio-
nal and we prove that dim =  2 g +  2 — m if m ^  0 and dim =  2 g  +  1.
As Corollaries we obtain the following facts: the general trigonal curve of even genus 
is of species 0, the general trigonal curve of odd genus is of species 1 and the space 
$0lg> 3 of moduli of trigonal curves of genus g is unirational. The results of this note 
are valid over any algebraically closed field of any characteristic.

Introduzione

Sia C una curva algebrica proiettiva liscia trigonale di genere g >  5.
In  questa nota associamo, in modo equivalente a quello seguito da 

A. Maroni in [1], alla curva C un intero m, detto specie della curva C, 
che risulta essere un invariante birazionale soddisfacente le seguenti condizioni

a -u 2
0 <  m <  -----—  , m — g =  0 mod (2).

Nel paragrafo 1 proviamo, per ogni g  ( >  5) e per ogni m soddisfacente le 
precedenti condizioni, resistenza di curve trigonali di genere g e specie m.

Nel paragrafo 2 definiamo lo spazio 9JÌ*}3;W dei moduli delle curve 
trigonali di genere g e specie m. Osserviamo che è irriducibile
e unirazionale e dimostriamo che dim StRj,3;OT =  2 ^  +  2 — m> se m ^  0, e 
dim 9Jìg,3;o =  2 ^ + 1 .

Come Corollari otteniamo i seguenti fatti: la generica curva trigonale di 
genere dispari è di specie 1, la generica curva trigonale di genere pari è di 
specie 0 e lo spazio S0ìJ>3 dei moduli delle curve trigonali di genere g è 
unirazionale.

I risultati di questa nota sono validi per curve definite su un campo K 
algebricamente chiuso di caratteristica p.
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Dopo aver scritto la presente nota abbiamo saputo di un preprint di E. 
Arbarello e M. Cornalba, nel quale, tra gli altri risultati e con altri metodi, pro
vano la unirazionalità di con k <. 5 t  g >  k — 1 (cfr. [2]).

1. U n  teorem a di M aroni

Sia C una curva algebrica proiettiva liscia, definita sopra un campo K alge
bricamente chiuso di caratteristica qualsiasi, trigonale di genere g >  5 .

È ben noto che C possiede un’unica gl che risulta essere completa e priva 
di punti fissi (cfr. [3]).

È altresi noto che il modello canonico C di C, C c  P9'-1, giace sopra una 
superficie S rigata razionale liscia di grado g — 2, la cui rigatura taglia sulla 
C la gl (cfr. [4]).

L ’unicità della gl implica l’unicità di S.
Sia S^ =  P ((Ppi © (Ppi (n)) per n >  0.
Si ha che Pic (Sn) =  Z [Sœ] © Z [F], dove F è una fibra di Sn e Sœ è una 

curva tale che Ŝ > =  — n e ■ F =  1 (S^ è unica se n ^  0 mentre se n =  0 
Sqo varia in un sistema lineare di dimensione 1). Se S0 è una qualunque sezione 
di S diversa da S ^ , si ha che S0 ^  S«, -f- nF (cfr. [5]).

La superficie S è l’immersione in P^“ 1 di Sm, per un opportuno m >  0, 
mediante la mappa cp& associata al sistema lineare | S^ +  bF | con

/ix 7 g — 2  +  m
(1) b =   2-----  > b > m .

Notiamo che m dovrà avere la stessa parità di g e che m < S 2. 
È immediato verificare che:

! degyfc(Soo)= 8 ~ l  —'

deg cp* (S0) =  —-----1---- — •

Consideriamo un iperpiano H <= Pg 1 contenente (pb (Soo) , H interseca S, 
fuori di 95 (S«,), in b fibre le quali tagliano su C un divisore di grado 
Z b < 2 g  —  2 .

Dalla (1) si ricava allora facilmente:

(2) m g + 2
3

D efinizione 1.1. Uintero m associato alla curva C con la costruzione 
precedente è detto specie di C.
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Osservazione 1.1. La specie m è chiaramente un invariante birazio
nale di C.

Proposizione 1.1. Per ogni intero g >  5 e per ogni intero m soddisfacente 
le condizioni:

0 <  m <  — y - — , m — g == 0  mod (2 )

esiste una curva triangolare di genere g e specie m.

Dimostrazione. Siano g  ed m come richiesto. Consideriamo la superficie 
Sm — P (0 Pi © 0 Pi (m)) ed in essa il sistema lineare £> =  13 Soo +  ZF | con

l =  ^  ^ . Si ha / >  0 e poiché m <  S  ha divisori effet-z o
tivi ed è privo di punti fissi. Per il teorema di Bertini Y elemento generico C
di S  è una curva liscia. C è ovviamente trigonale e se g (C) è il suo genere,
dalla formula del genere 2 g ( C ) — 2 =  C2 + C - K Sw, si ha g ( C ) = g .

Ancora si verifica facilmente che deg cp& (C) =  2g — 2.
Resta così provato che cp& (C) è una curva canonica di genere g e specie m.

Osservazione 1.2. Tale Proposizione è dovuta a A . Maroni (cfr. [1]). 
Maroni definisce specie della curva trigonale Vintero M =  deg cp& (S^).

Osservazione 1.3. S i può verificare che ogni curva trigonale di genere g 
e specie m giace su una superficie Sm e appartiene al sistema lineare S  su S 
definito nella Proposizione precedente.

2. Computo dei moduli

Sia 9 lo spazio dei moduli delle curve trigonali di genere g.
È noto che è irriducibile (cfr. [6]) ed è un classico risultato che

dim 9JìJ,3 =  2 g +  1 .
Consideriamo la superficie Sm =  P (0 Pi © 0 Pi (m)) ed in essa il sistema

lineare S g>3 =  ] 3 +  /F | con l =  — ^ e g ed m soddisfacenti le

condizioni della Proposizione 1.1.
Si ha QÇf3 ^  PN(sr,m) ed inoltre esiste una mappa razionale

®  g,m • wm >

che associa ad ogni curva liscia di Q g m la sua classe di isomorfismo in 9JìJ,3 

(cfr. [7]).

D efinizione 2.1. Poniamo $0lj>3;m =  Im  &g,m. 9JlJ,3-m è detto spazio dei 
moduli delle curve trigonali di genere g e specie m.
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Osservazione 2.1. Dalla definizione si ha che 9JìJ>3;w è irriducibile e uni
razionale.

Proposizione 2.1. S i ha :

- ( 2 £ +  2 — se
Him TO1: . ... =  ) 5

2 g l se m =  0.

Dimostrazione. Ogni curva trigonale C di genere £ e specie m giace su una 
superficie Sw =  P (0Pi © Op1 (m)). Fissiamo una immersione S di Sw in 
Fg~1 come nel paragrafo 1. Ogni curva C ha come immagine <pb (C) =  C una 
curva canonica in Pg~1.

Siano Ci e C 2 c  S due tali curve. Se Cx è isomorfa a C2 esiste una proiet- 
tività ep di P0'-1 tale che <p (CT) =  C2; per l’unicità di S si ha <]; (S) =  S e 
dunque ip è un automorfismo di S.

Pertanto Og>TO (Ci) =  (C2) se e solo se esiste un automorfismo ip di
S ä  Sm tale che <p (Cj) =  C2).

Ne segue che

(3) dim 50ìJ,3;m — N (g , m) — dim Aut (Sm)

dove Aut (Sm) è il gruppo degli automorfismi di Sm. 
È noto (cfr. [8]) che:

(4) 1m +  5 se m 0 

6 se m =  0.

Si ha poi N (g , m) =  dim H° (Sm, 0 Sw (3 S«, +  IF)) -  1.
Ora

H° (Sm , 0S„ (3 STO +  IF)) ~  H° ( P \  <Ps. (3 +  IF))

ove tu : Sw ^  P ((PPi ©  0Pi (m)) - >  P1 è  la proiezione naturale (cfr. [9]).
Per il teorema di Grauert (cfr. [9] pag. 288), 7u* O sw (3 S«, + /F) è un 

fascio localmente libero di rango 4.
Si ha poi:

** @sm (3 Sqq +  ZF) s± TCy_ {(9Sm (3 Soo) ® (9Sm (ZF)) ^  

=  (3 S«,) ® 7C* 0P1 (Z))

e per la formula di proiezione

=  K *  (3 S o o )  <B> < V  ( Z )  .

Si può verificare con un calcolo locale che:

(3 Soo) =  0Pi © 0Pi (— m) © 0Pi (— 2 m) © ®pi (— 3 m ).
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Pertanto :

TC* (@sm (3 Sqo -f“ /F)) ^  (Ppi (Z) © (9-pi (Z — tri) © 0pi (Z — 2 m) © 0pi (Z — 3 tri) 

e quindi

(5) N (£,«*) =  2 £ +  7 .

Da (3), (4) e (5) segue la tesi.

Corollario 2.1. La generica curva trigonale di genere g è di specie 0 se g 
è pari e di specie 1 se g è dispari.

Dimostrazione. Segue immediatamente dal fatto che dim StRj>3;TO <  
<  dim 9JìJ>3 =  2 g +  1 se m >  1.

Corollario 2.2. è unirazionale.

Dimostrazione. Dal Corollario 2.1 si ha che se g è pari 9J^>3 ^  9JìJ,3;o 

e che se g è dispari 9Wj,3 =  SERj,3;wl. L ’unirazionalità di 9Kj,3 segue allora 
dall’Osservazione 2.1.
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