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M eccanica dei fluidi. —  SulV evoluzione del profilo di velocità 
in moto laminare a bassi numeri di Reynolds. Nota di G ia m b a t t ist a  

S c a r p i, presentata (*> dal Corrisp. E. M a r c h i.

Summary. — The development of velocity distribution in plane laminar flow is 
examined, neglecting inertial terms in respect to viscous ones. A solution is given, which 
satisfies all boundary conditions.

Scelto un sistema cartesiano ortogonale x , y  , z y consideriamo un moto 
laminare piano e permanente di liquido viscoso, incomprimibile, che avvenga 
nello strato — L <.y < L ,  normalmente all’asse z. Dette u e v le componenti 
secondo x e y  del vettore velocità, è possibile definire una funzione di corrente 
^ tale che sia

u =
di')
dy v =  —

d<\>
~dx ’

la deve allora verificare l’equazione

1 3 ( f l ,  V» <1Q _
V d (x ,y )

ove v è la viscosità cinematica del fluido.
Se supponiamo trascurabili i termini di inerzia rispetto a quelli dovuti alla 

viscosità del fluido (cioè se è piccolo il numero di Reynolds) l’equazione si 
riduce alla

(1) ( V 4 =  0 .

La (1) va risolta assegnando opportune condizioni al contorno.
In  regime permanente, quando lungo l’asse x sia applicato un gradiente 

costante di carico piezometrico, le componenti u e v tendono ad assumere 
asintoticamente (in x) il valore

u =  f ^ ( L 2- y 2) , v =  0 ,

ove g indica l’accelerazione di gravità, i la pendenza motrice, per cui, asinto­
ticamente e a meno di termini inessenziali, ^ assume il valore

(*) Nella seduta del 14 febbraio 1981.

8. — RENDICONTI 1980, vol. LXX, fase. 2.
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Supponiamo ora che in x =  0 sia assegnato un andamento di u e v diverso 
da quello di regime asintotico, cioè che sia genericamente u =  u0 (0 , y)> 
v =  v0 (0 , y) ; si vuol esaminare come evolvano al crescere di x le funzioni u 
e vy cioè come venga raggiunto il regime asintotico: è quindi un problema di 
« imbocco »; tali problemi, considerati già da Boussinesq [1], [2], sono stati trat­
tati, nel caso piano o nel tubo circolare, con il metodo delle perturbazioni, o 
ricorrendo alla teoria dello strato limite (si veda ad esempio [3], [4], [5], [6]).

Dobbiamo dunque trovare una funzione (x ,y )  tale che sia

V4 + =  0 in * >  0 , I y  I <  L

— - =  “o OO , =  — »0 (y)  in * =  0 , I y  I <  L

e inoltre, trattandosi di liquido viscoso, che quindi aderisce alle pareti:

=  o in # > 0 , | j / | = L .
9* dy — 1J 1

Per semplicità rendiamo adimensionale il problema, ponendo

x y  TT u TT vX , Y =  —  , U =  _____
L L p g L

V:
P g h

chiamando T  la funzione di corrente nelle coordinate X , Y, si ponga

Y  =  — L =  e quindi U =  —  , V =  — —
L ]/2 ^L  3Y aX '

Si deve allora trovare una \F (X , Y) tale che sia 

(2) V4 Y  =  0 in X > 0  IY I =  1

(3)

(4)

W :Uo(Y) ’ ä x = - v o(Y) in X =  0 , I Y I <  1

aT _  aY _
aX — aY

in X > 0  I Y I 1 ;

inoltre per X -»• oo dovrà risultare

(5) =  iL  y42/ -  Y ( l  y |  =  CY ( l  - .

Considero la funzione seguente:

(6) Y F (X , Y) =  S  (X) sin nnY  +  S x »  (X) cos nnY  +  Y,
n n

Se T f ( X , Y) deve verificare la (2) e la (5), si trova per e %n 
l’espressione:

(7) t n = a n e- n”:s+  bn Xe-™:K

(8) X» =  An e~nnX +  Bn Xe~nnX .
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Risulta allora, assumendo T F come funzione di corrente:

(9) U F (X , Y) =  =  S  K  +  K  X) e~~nnX cos mzY -

—  S  n n (A» +  B» X ) e ~ n n X  sin +  Uoo
n

essendo UM =  ^  =  C ( 1 - Y * ) ,
3 Y

e
3*F

(10) VF (X , Y) =  — =  — 2  (— mzan +  bn — tmbn X) e~nnX sin nnY —
SA  n

— 2  (— +  Bä — W7rBn X) e”W7tX cos nizY ,

per cui le (3) forniscono

(11) U F (0 , Y) =  2  niz (an cos rcrcY — A n sin mzY) +  11^ =  110 (Y)
n

(12) VF (0 , Y) =  — 2  (— mtan +  bn) sin mzY +  (— mzAn +  Bn) cos mzY =
n

=  V0(Y).

Risulta, in Y =  ±  1

(13) UF (X , ±  1) =  £  »n (an +  bn X) , - ”"x ( -  1)» =  <D (X)
n

(14) VF (X , ±  1) =  -  2  ( -  tmAn +  B„ -  nvSn X) ( -  1)“ =  X (X) •

Osserviamo che facendo variare n da 1 a oo (considerando quindi serie 
di Fourier) 1 le (11) e (12) permetterebbero il calcolo dei coefficienti 
an , bn , A n , Bw ; la condizione (4) impone però che sia <1> (X) =  0 , x (X) =  0 : 
ciò non è possibile che sia vero per ogni X, a meno che gli anì bn , A n , Bn 
siano tutti nulli; ma questo contrasterebbe con la (11) e la (12).

La funzione T F non ci permette quindi di verificare tutte le condizioni. 
Data la linearità del problema, possiamo pensare di sommare a T F altre funzioni 
« correttive », in modo da verificare sia la (2), sia la condizione sulle pareti. 

Considero ora l’intera striscia | Y | <  1 , — oo <  X <  co ; la funzione

T  =  j Y F( X , Y )  in X > 0

i Y f ( - X , Y )  in X <  0

è l’estensione pari in X della xFf ; ad essa corrispondono una estensione pari 
in X di U e dispari di V, e analogamente per ® e x : indichiamo tali 
estensioni con l’indice B.
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Prendiamo ora la (2), e ne eseguiamo la trasformata di Laplace bilatera 
rispetto a X; posto

+ oo

fF  (X , Y)] =  T  (s. Y) =  J e- 8X T  (X , Y) dX ,
— oo

si trova che una soluzione dell’equazione trasformata di (2)

— 2 92 W 94 \p
^ „ x r 1 T I  =  *  +  2 * =  0

è, indicando con A , B , C , D delle funzioni di r:

(15) T L =  A cos sY +  BY sin jY +  C sin sY  +  DY cos s Y .

Imponiamo ora che sia

3'Ft

aY 0>B(X)
aX =  Xb (X) in Y = ± l ;

tali condizioni diventano per 'Fl :

3T,
aY ^ n * [ - ® B(X)] =  -< *»(') , ^ l= ^ IiX[Xb(X)] =  Xb(̂ ) i n Y = ± l ,

e permettono di ricavare

A (s) =  2 Xb (*) (sin * — * cos s) > B ^  — 2 Xb (s) sin s
s (sin 2 s — 2 s) sin 2 s — 2 s ì

ì W C0S 5 F» fA   2 4*b (s) sin 5
( ) sin 2 ì — 2s ’ ( )  sin 2 s — 2s  ’

per cui

Y  (s , Y) =  . 2 (J) — (cos s sjn $y  — Y sin s cos ìY) -f-.
L sin 2 i  — 2 s '

+  — 2 Xj
sin 2 i 1 ^ 2  s £  cos s j  cos sY +  Y sin s sin sYj ,

ove

$  (s) =  y  r 2 ^  ”* an , 2 7mbn (n» +  *2) 1 n#b U  - T  [ n 2n 2 —  S2 +  (lï2 «2 — S2)2 J <• > '

%B ( s )
~  " ?  [  *

— 2 -m A„ 2 Bm
n2 — s2 7t2 n2 — s2 (

4 *?tPBn S 1
TT2 M2 —  X2)2 J V '  *
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Notiamo che i poli di Y L sono nei punti s =  im (poli del secondo ordine) e 
dove risulta sin 2 s —- 2 s =  0 (poli di ordine uno) W ; nel punto s =  0 non 
c’è polo, come è immediato verificare.

L ’equazione sin 2 s — 2 s =  0 ammette infinite soluzioni; se Sj è una radice, 
tali sono — Sj e la complessa coniugata sj ; escluso s =  0 le radici sono tutte 
complesse. Consideriamo gli zeri nel primo quadrante (Re (s) >  0 , Ini (s) >  0), 
e ordiniamoli secondo le parti reali crescenti; la Y L esisterà come trasformata di 
Laplace bilatera nella striscia | Re (s) | <. min (tt , Re(Sl)).

Antitrasformiamo la *FL applicando la
C + ioQ 

c—ioo

poniamo c —  0, e calcoliamo l’integrale sul contorno costituito dalla parte di 
asse immaginario compresa fra — R e +  R, e dalla semicirconferenza di centro 
l’origine e raggio R, giacente nel semipiano Re (s) <  0, quando R —> oo ; appli­
cando il teorema dei residui:

Si ha subito:

X IRe(s)<0
Re« (T l  esX) .

R e i(T LesX) in s =  —  kiz (k =  1 , 2 , 3  , • • •):

Rk =  (— bkX  sin knY  — ah sin knY  — A* cos knY  — Bk X  cos knY) e“*"*,

mentre

R es (T l  esX) in s =  $h (radici 7  ̂0 di sin 2 s — 2 s =  0) :

R* cos 2
exp (sh X) 0>B (sh) (cos sh sin sh Y — Y sin sh cos sh Y) +

+  exp (sh X) xB (*) cos sh Y  —  cos sh cos sh Y — Y sin sA sin iA Y j  j  .

Assumiamo ora come funzione di corrente la T  =  T F +  T L che si può 
scrivere

(17) T  (X , Y) =  S  ( -1 )*  2 7 +  £  ( -  1)* 2 TC kbj.

? «»(X,Y) (n2k2 +  st)
-  Ç  < - ! ) .* 2 . M +(7Ï2 k2 — SÌ)2

?  » ' 2  B» ?  _  ^ 5 ^ )  +  CV ( .  - ^ )

(#) Tale equazione ricorre frequentemente anche in problemi di elasticità [7] e 
le sue radici sono ampiamente tabulate [8].
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ove

«,(X,Y) = exp (sh X) 
cos 2 sA — 1

(cos sh sin sh Y — Y sin sh cos sh Y)

e

h  (X , Y) =  _ f a X) (gin sh cos shY  — sh cos sA cos sA Y — sh Y  sin sk sin sA Y).
COS Z Sfa 1

La somma in h va estesa a tutti gli sh con parte reale negativa.
La (17) verifica, per come è stata ottenuta, la condizione di aderenza del 

liquido alla parete.
Derivando rispetto ad X e Y si ricava

(18) U (X , Y) =  ^  =  $  [2 *> », 2  ì- +  2 '

A ( X , Y )  (■**& + si)
(«• V -

2 Tr/eA, 2
h

Fk ( X , Y)
+

+  2 B k %
h

F * ( X .Y )
7Î2 &2---  ì |

2 ^  FA(X ,Y )ja1
+  C (1 — Y2)

ove

A  (X , Y) =  —-e-X.P fa X )  ^  cos ^  cos — sin sh cos sh Y  +  sA Y  sin sA sin sA Y)
COS Z Sfa ■ 1

e

f a (X , Y) =  fa X )  2 ^  sin sin Y +  ,* cos sA sin sA Y  —
COS L  S fr ----  1

— si Y sin sh cos sh Y)
e

(19) V (X , Y) =  — 3T - - Y  f 2 y  S‘ <X ' Y> + 2 ™« •s x  4  I * 4  +  2

a  , Y) <*■ *■ +  * - ]  ( -  D* +  2  f -  2 2  +
J & L h re a? —(n * k * - s iy

+  2 B , Sh
Gh (X , Y)
7T2 A2 — *f

27t2A2 G A(X ,Y )* A]
{ ^ ì è - s l f  J  ̂ l)

ove

Sh (X , Y) =  (cos ,A sin shY  — Y sin ,A cos ,A Y)
COS Z* Sfa ™ 1

e

Ga( X ,Y )  = sh exp f a  X) 
cos 2sh — 1 (sin sh cos shY  — sh cos sh cos Y — shY  sin sin sA Y).
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In  particolare, ponendo X =  0 nella (18) e nella (19), e ricordando 
la (3), si hanno le condizioni che permettono di calcolare i coefficienti
a k y bjó yA-k y ® k  •

È opportuno fare qualche considerazione sulla convergenza delle serie in A: 
si verifica che posto sh= ZshJr it)h (con £Ä <  0), quando A—* oo l’andamento 
asintotico di sh è del tipo

(20) ^  +  Ält j  , Tf)A ~ ±  log fir +  4 Ä7T ;

inoltre osserviamo che quando A -^o o  risulta: 

sin Sh =  0 (A*) sin \ h +  i 0 (A1) cos £A 

cos sh =  0 (AJ) cos l h +  i 0 (A*) sin \ h

mentre =  0 (A) , r\h =  0 (log A) ; esaminiamo per esempio la serie

S ( X , Y )  =  £
h

h  (X , Y) .
TC2 A2---si ’

se poniamo X =  0 siamo nelle condizioni più sfavorevoli per la convergenza ; 
si ha

c /0 y ï  V  sh cos sh cos sh Y — sin sh cos sh Y  +  Ysh sin sh sin sh Y
1 J r  " (cos 2sh — 1) (ir2 A2 — sf)

si consideri il termine generale della serie: parte reale e parte immaginaria dei 
tre termini a numeratore sono rispettivamente 0 (A2) , 0 (A), 0 (A2), per cui 
quello centrale si può trascurare.

La serie in esame vale il doppio della parte reale di quella che si ottiene 
limitando i valori di sh al campo \ h <  0 , y)ä >  0 .

Esaminiamo allora la parte reale del termine

__ sh cos sh cos sh Y
h (cos 2sh — 1) (tt2 A2 — si)

considerando i valori asintotici delle funzioni che vi compaiono. Per A -> oo 
risulta

SA =  c o s ^ s i n ^ Y 0 ( A - 3/2+|Y|/2) : 

se I Y I <  1 la serie 2  SA converge; se | Y [ =  1 si ha immediatamente
h

s  (0 , 1) =  0.
Un ragionamento simile è possibile ripetere per le altre serie analoghe. 

Una verifica più accurata va fatta per i termini del tipo

si cos sh cos sh Y 
(cos 2 sh —  1) (7t2 A2 — s|)
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che figurano nelle serie contenenti FÄ e Gh ; si verifica che essi sono 
0 (A“ 1/2+!yI/2) e però a segni alterni; quando |Y | =  1 vengono eliminati 
da un termine che risulta uguale e contrario, nel caso della FÄ ; nel caso 
della Gh, il primo addendo diventa asintoticamente uguale alla somma 
degli ultimi due, cosicché il termine generale diviene 0 (h~1~z), con £ >  0.
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