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Meccanica dei fluidi. — Sull’evoluzione del profilo di wvelocita
in moto laminare a bassi numeri di Reynolds. Nota di GIAMBATTISTA
Scarpi, presentata ® dal Corrisp. E. MaRcCHI.

SuMmMaRrY. — The development of velocity distribution in plane laminar flow is
examined, neglecting inertial terms in respect to viscous ones. A solution is given, which
satisfies all boundary conditions.

Scelto un sistema cartesiano ortogonale x,7y, 2, consideriamo un moto
laminare piano e permanente di liquido viscoso, incomprimibile, che avvenga
nello strato — L <y <L, normalmente all’asse 2. Dette # ¢ v le componenti
secondo x e y del vettore velocitd, ¢ possibile definire una funzione di corrente
¢ tale che sia

Ad oy

U =—— ’ 7):—_;

oy ax
la ¢ deve allora verificare ’equazione
1 39,V )
4 e DT
[ P

ove v & la viscosith cinematica del fluido.
Se supponiamo trascurabili i termini di inerzia rispetto a quelli dovuti alla

N

viscosita del fluido (cio¢ se ¢ piccolo il numero di Reynolds) I’equazione si
riduce alla

(1) Viy=0.

La (1) va risolta assegnando opportune condizioni al contorno.

In regime permanente, quando lungo I’asse x sia applicato un gradiente
costante di carico piezometrico, le componenti # e v tendono ad assumere
asintoticamente (in x) il valore

8 ya e —
U — ZV (L y) ] v 07

ove g indica I'accelerazione di gravith, ¢ la pendenza motrice, per cui, asinto-
ticamente e a meno di termini inessenziali, ¢ assume il valore

v=ta=£ (1= %)

(*) Nella seduta del 14 febbraio 1981.

8. — RENDICONTT 1980, vol. LXX, fasc. 2.
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Supponiamo ora che in x = 0 sia assegnato un andamento di « e v diverso
da quello di regime asintotico, cio¢ che sia genericamente # =1, (0, y),
9=1,(0,y); si vuol esaminare come evolvano al crescere di x le funzioni «
e v, cio¢ come venga raggiunto il regime asintotico: & quindi un problema di
«imbocco »; tali problemi, considerati gid da Boussinesq [1], [2], sono stati trat-
tati, nel caso piano o nel tubo circolare, con il metodo delle perturbazioni, o
ricorrendo alla teoria dello strato limite (si veda ad esempio [3], [4], [5], [6])-

Dobbiamo dunque trovare una funzione ¢ (x, y) tale che sia

Vig=0 in >0 , |y|<L

_zyi=uo(y) , %=—‘z’o(y) in x=0,ly[=L

e inoltre, trattandosi di liquido viscoso, che quindi aderisce alle pareti:

W _ M in x>0,[y=L.
o 3y

Per semplicita rendiamo adimensionale il problema, ponendo

Xx=2  yv=2 | —_ , - v
L L Y2 gL y2gL
chiamando ¥ la funzione di corrente nelle coordinate X,Y, si ponga
¢ sy b3 v
= f — equindi U=— , V=— — |
Ly2gL Y aX
Si deve allora trovare una ¥ (X, Y) tale che sia
2) Vi =0 in X=>0 |Y]|=1
o ¥ . :
3) —a?:Uo(Y) ’ ﬁ-——VO(Y) in X=0,|Y|<1
% e A 4 :

inoltre per X — oo dovra risultare

¢ __ 1LY2gL ( y2\ ( Y2)
(5) Y=Yo=—"r""Y 1———3—)_CY 1——=)-

Considero la funzione seguente:

(6) ¥.(X,Y) = ¢, (X)sinnnY + 3, %, (X) cos nxY + ¥ .

Se ¥, (X,Y) deve verificare la (2) e la (5), si trova per ¢, e yx,
I’espressione:
(7) Yp = a, € 4 b, Xe™"™
(8) v =A, "™ 4+ B, Xe™"™* .
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Risulta allora, assumendo ¥, come funzione di corrente:

©) U, (X,Y)= 3::; = Y nw(a, + b, X) e cos nxY —
— Y, nn(A, + B, X)e "™ sin nxY + U,
- .
essendo Uy, = 5% =C(1—-Y?,
e
3“1’” —nrX .
10) V. X,Y)=— 9}{ =— 3 (—nna, + b, —nnb, X) e sin nwY —

— 3} (— nzA, + B, — nxB, X) e cos nwY,
n

per cui le (3) forniscono

(11) U, (0,Y)= D] nn (a, cos nxY — A, sin nxY) + U, = U, (Y)
(12) V,(0,Y)=— D, (— nna, + b,) sin nxY + (— nnA, + B,) cos nrY =
= Vo (Y) .

Risulta, in Y =41
(13) U, (X, +1)= 3, nxn(a, + b, X) e "™ (— 1)"= @ (X)

4 V.X,+L£1l)=— ; (— nmA, 4+ B, — nnB, X) e "™ (— 1)" =y (X).

Osserviamo che facendo variare n da 1 a oo (considerando quindi serie
di Fourier) ile (11) e (12) permetterebbero il calcolo dei coefficienti
a,,b,,A,,B,; la condizione (4) impone perd che sia ® (X)=0,  (X)=0:
cid non ¢ possibile che sia vero per ogni X, a meno che gli @,,5,,A,,B,
siano tutti nulli; ma questo contrasterebbe con la (11) e la (12).

La funzione ¥y non ci permette quindi di verificare tutte le condizioni.
Data la linearita del problema, possiamo pensare di sommare a ¥y altre funzioni
« correttive », in modo da verificare sia la (2), sia la condizione sulle pareti.

Considero ora lintera striscia |Y| <1, — 00 < X < 00; la funzione

¥ (X,Y in X >
‘P'st (X, Y) in >0

| ¥,(—X,Y) in X<0

¢ lestensione pari in X della W ; ad essa corrispondono una estensione pari
in X di U e dispari di V, e analogamente per ® e y: indichiamo tali
estensioni con l'indice B.
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Prendiamo ora la (2), e ne eseguiamo la trasformata di Laplace bilatera
rispetto a X; posto
+o00

EIIX[‘F(X,Y)]:Tf(s,Y):fe‘SX‘F(X,Y) dX,

si trova che una soluzione dell’equazione trasformata di (2)

22 MY
._I._ e

Lo [VI¥] =T - 25 e e =0
¢, indicando con A, B, C, D delle funzioni di s:
(15) Y = A cos sY 4+ BY sin sY + C sin sY 4+ DY cossY.
Imponiamo ora che sia
Q;I;L —— Dy (X) e %:XB(X) in Y—_1;

tali condizioni diventano per ¥, :

%ZKHX[_(DB(X)]:_@B(S) ’ STJ.L:"?:IX[XB(X)]:—%B(S) in Y="1+1,

e permettono di ricavare

2 %y (5) (sin s — s cos §)
s(sin2s—25s) ’

— 2%, (s)sins
sin2s—2s

A(s)=

B (s) =

b

J __ 2®,(s)coss o
Co= sin2s—2s ° D)=

—2@,(s)sin s
sin2s—2s

?

per cui
o L 20,(s) . .
Y, (s,Y) = Sns 75 (cos s sin §Y — Y sin s cos sY) +
2%, (5) ' ( sin s o ]
Snds—75 S cos s jcossY + YsinssinsY |,
ove

®, (s):%ﬂ‘ [ 2ntnla, 2 b, (n2 7 4 %) ] — 1,

w2 n? — s (7% n? — s%)?

_ —2mA, 28, p2 B,
XB(S)ZSZ[ N n 4 729 s](——l)”.

et — ¢ e — 2 (7\:2 n — s2)2
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Notiamo che i poli di ¥, sono nei punti s = nn (poli del secondo ordine) e
dove risulta sin2s—2s=0 (poli di ordine uno) *; nel punto s =0 non
c’¢ polo, come & immediato verificare.

I’equazione sin 2 s — 2 s — 0 ammette infinite soluzioni; se s; & una radice,
tali sono — s; e la complessa coniugata s; 3 escluso s=—0 le radici sono tutte
complesse. Consideriamo gli zeri nel primo quadrante (Re (s) >0, Im (s) > 0),
e ordiniamoli secondo le parti reali crescenti; la ¥, esisterd come trasformata di
Laplace bilatera nella striscia | Re (s) | < min (=, Re(s,)) .

Antitrasformiamo la ¥, applicando la

c+zoo
o 1 sX
Fo= 27 v/lF e ds;

poniamo ¢ =20, e calcoliamo l'integrale sul contorno costituito dalla parte di
asse immaginario compresa fra — R ¢ 4 R, e dalla semicirconferenza di centro
Porigine e raggio R, giacente nel semipiano Re (s) < 0, quando R — oo; appli-
cando il teorema dei residui:

W, = ¥, Res(T ™).

L 4
Re(s)<0

Si ha subito:
Res (P, e™) in s=—kn (k=1,2,3,--"):
R, — (— b X sin kxY — a; sin kxY — A, cos kxY — B, X cos krY) e ™,

mentre
Res (¥, ) in s=g, (radici 40 disin2s—2s=0):
1

R, = w52y =T [exp (s X) @, (s3) (cos s, sins;, Y — Y sin s, cos 5, Y) +

e (%) 7, () (200

coss, Y —coss,coss, Y —Ysins, sinshY)] .

Assumiamo ora come funzione di corrente la ¥ ="¥_+ ¥, che si pud
scrivere

(17) ¥YX,Y)= }J(— )t 2 n2 K2a, ‘jz “k(§~})a+ ‘Z,( 1) 2 kb, -

. Z O‘hO(»Y)(‘":2]?2'{‘511) 2( 1)"’27:kA 2 Bh(X Y) o+

. (x* B2 — 53)2 TR

8,(X,Y) 2mRB8,X,Y)s (_Yz)
+§k3(—1)k23k§(ngk2_s; — (thk?h——s%)z )—[—CYI 3

(*) Tale equazione ricorre frequentemente anche in problemi di elasticitd [7] e
le sue radici sono ampiamente tabulate [8].
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ove
u, (X,Y)= CZ:PZ(:ZE) i (cos s, sin s, Y — Y sin s, cos s, Y)

e

Br(X,Y)= CS:I;%@— (sins, coss, Y —s, coss,coss, Y —s;, Ysins,sins, Y).

La somma in A va estesa a tutti gli 5, con parte reale negativa.
La (17) verifica, per come ¢ stata ottenuta, la condizione di aderenza del
liquido alla parete.

Derivando rispetto ad X e Y si ricava

X,Y
(18) UX, Y)_w_zlznzkz Zh] 7]:’;;2 ) + 2 kb,
. fn(X,Y)(n2k2+312»)] 1y [_ X, Y)
D gy | OV D2 Ty
F,(X,Y) 272k F,(X,Y) s
TR X e T T mRy | C Ve
ove
X, Y)= cz?z—i@)T (s cos 55, cos 5, Y — sin s, cos 5, Y 5, Y sin s, sin 5, Y)
e
exp (s, X . . .
F,l(X,Y):?spi(s.hh—_ll—(—ZshsmshsmshY—}—s,fcoss,,smshY—
— 53 Y sin s, cos 5, Y)
€ :
19) V(X,Y)— _MZ_Z[ 2R g Zg’é(k}f V) {2 kb,
' gh(X,Y)(ﬂ2k2+S§)] T Gi(X,Y)
D e e T
G, (X,Y) 22k G, (X,Y)s,
+2B Y e — (nzkzh—sg)z'““h (— 1)
ove
s,exp (s, X
g,,(X,Y)*——C"O—SXZPé"i) (cos s sins, Y — YslnshcosshY)
e

X
G, (X,Y)= z’(‘):xzps(i) (sin s, cos s, Y —s; cos s, cos s, Y —s;, Y sin s, sin s, Y).
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In particolare, ponendo X =10 nella (18) e nella (19), e ricordando
la (3), si hanno le condizioni che permettono di calcolare i coeflicienti
@ by A, By

E opportuno fare qualche considerazione sulla convergenza delle serie in A:
si verifica che posto s,—=£, + in, (con &, < 0), quando % — oo 'andamento
asintotico di s, ¢ del tipo

(20) & (%—!— h‘ﬂ) , mxtlogyrn + 47w ;

inoltre osserviamo che quando % — co risulta:
sin s, =0 () sin &, + ¢ 0 () cos &,
cos s, = 0 (K) cos &, + i 0 (B sin &,

mentre &,==0 (k) ,n,=0 (log &); esaminiamo per esempio la serie

2 R — §f

se poniamo X =0 siamo nelle condizioni pil sfavorevoli per la convergenza;
si ha
spcoss,coss, Y —sins,coss, Y 4 Ys,sins,sins, Y

S(O,Y)=§’;J (cos 2 5, — 1) (m* k2 — s3) ;

si consideri il termine generale della serie: parte reale e parte immaginaria dei
tre termini a numeratore sono rispettivamente 0 (42), 0 (k), O (A%), per cui
quello centrale si pud trascurare.

La serie in esame vale il doppio della parte reale di quella che si ottiene
limitando i valori di s, al campo &, < 0,7, >0.

Esaminiamo allora la parte reale del termine

S — $§; COS 5, COS §, Y
P (cos 25, — 1) (PR —s))

considerando i valori asintotici delle funzioni che vi compaiono. Per % —> co
risulta

Sy == cos &, sin £, Y 0 (A~ 2/*1V/2) .
se |Y]| <1 la serie Z S, converge; se |Y|[=1 si ha immediatamente
7
S(0,1)=0.

Un ragionamento simile & possibile ripetere per le altre serie analoghe.
Una verifica pilt accurata va fatta per i termini del tipo

shcos s, cos s, Y
(cos 25— 1) (n® k2 —s3)
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che figurano nelle serie contenenti F, ¢ G,; si verifica che essi sono
O(h_1/2+|Y|/2) e perd a segni alterni; quando |Y|=1 vengono eliminati
da un termine che risulta uguale e contrario, nel caso della F,; nel caso
della G,, il primo addendo diventa asintoticamente uguale alla somma
degli ultimi due, cosicché il termine generale diviene 0 (A™'"%), con ¢ > 0.
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