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Atti Ace. Lincei Rend, fis.
(8), LXXXIII (1989), pp. 195-199

Fisica matematica. — Un risultato di perturbazione per una classe di problemi
ellittici variazionali di tipo superlineare. Nota di Luisa D1 Prazza (*), presentata (**) dal
Corrisp. A. AMBROSETTI.

AsstrACT. — A perturbation result for a class of superlinear variational elliptic problems. We consider the
nonlinear boundary value problem

(1) —Au=flx,u) + e(x, u) in Q, u/3Q =0,
where Q c R” is a bounded domain and ¢ is a real parameter. If Ax,s) + el(x, s) is «superlinear» and if ¢ is

small enough, we prove that (1,) has at least three distinct solutions.

Key worps: Nonlinear elliptic partial differential equation; Critical point; Perturbation; Deformation;
Even functional.

Ruassunto. — Si considera il problema al contorno — Au = f{x, u) + e(x, u) in Q, #/3Q2 = 0, dove Q cR*
& un aperto limitato e connesso ed ¢ & un parametro reale. Si prova che, se f(x, s) + el(x, 5) & «supetlineare» ed
¢ & abbastanza piccolo, il problema precedente ha almeno tre soluzioni distinte.

1. In questa nota ci si occupa della determinazione di soluzioni del problema
ellittico non lineare

W —Au=fx,u) + eP(x, u) inQ,
) u=0, san,

dove Q & un aperto limitato e connesso di R”, ¢ & un parametro reale e f e ¢ sono
funzioni soddisfacenti alle seguenti ipotesi:

i) ffQXR—>Rey:Q X R— R sono continue e f=f(x,5) e ¢ =y(x, s) sono C*
rispetto ad s, per tutti gli x € Q;

i) f & dispari in s;

is) posto flx,5) =flx,5) + ef(x,s), esiste >0 tale che, se |e/<¢

|fl(x,9)| <c + o]0, V(x,5)eQXR,

dove 1</<(n+2)/(n—2) per n>2 e [>1 per n=2;

is) fix,s) =o(|s|) per s— 0, uniformemente rispetto ad x € Q;

is) esiste 6e R, 0<6< 1, tale che

0<filx,s)/s <6fUx,5) (), VxeQ, Vs#0, Ve.

Come ¢ noto da is) discende che /. (x, s) & superlineare in 5. Scopo di questa nota & di
provare il seguente

(*) Dipartimento di Matematica ed Applicazioni - Via Archirafi, 34 - 90123 Palermo.
Lavoro eseguito nell’ambito dei progetti nazionali di ricerca del M.P.I..
(**) Nella seduta del 26 novembre 1988.
() Inis), inis) e nel seguito se 2 = a(x, ) & una funzione reale, definita in Q XR e C rispetto ad s, con
a'(x, 5) si denota la derivata parziale rispetto ad s.
() Qui e nel seguito ¢, ¢, etc., indicano costanti positive.
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TreoreMA. Supponiamo che valgano 1,), 1,), i3), 14) e is). Esiste allora £* >0 tale che,
per |e| <¢*, il problema (1,) ha almeno tre soluzioni distinte.

Il risultato va messo in relazione col teorema 7.1 di[5], cfr. anche[1], dove si
suppone che ¢'/f' — 0 (s— £ ). Si noti che per ¢ = 0 e se valgono i;)-i5) (anzi i) € is)
possono essere leggermente indebolite) (1,) ha infinite soluzioni[4]; per ¢ #0 e ¢ di
tipo particolare l'esistenza di infinite soluzioni & nota[5,6,8,9] solo sotto ulteriori
restrizioni sull’esponente di crescita /.

La dimostrazione qui contenuta si basa, oltre che sull'approccio usato in [5], anche
su un ragionamento di min-max simile a quello usato in[3] per un problema
sublineare.

Desidero ringraziare il Professore Antonio Ambrosetti per i preziosi consigli e per
le stimolanti discussioni avute durante questa ricerca.

2. Sia Hj(Q) lo spazio di Sobolev completamento dello spazio C3(Q2) rispetto alla
norma ||uff = L |[VuPdx e sia (-,-) il prodotto scalare in H§Q). Sia inoltre
S={ueH)Q) |4 = 1}.

La (1,) & l'equazione di Eulero del funzionale

1w = [ [V de = [ Fle,u) de — <[ ¥(x, ) d, ue HYQ),

dove F(x,z) = Lz Ax, ) dte V(x,z) = Lz U(x, #) dt. Ricordiamo che da i;) e da i;) segue che
I, e C*(H}(Q),R). Seguendo [5], associamo ad I, il funzionale J, su § definito ponendo

Ju) =max 1.0w), ues.
Poiché £, & superlineare rispetto ad s, risulta AlirPQ0 I. () = — o, per ogni # € §; pertanto

la definizione di J. & ben posta.

Dalle ipotesi fatte, ripetendo con opportune modifiche i ragionamenti di[5] (si
lascia al lettore la cura di verificare i dettagli), discendono per J, le proprietd contenute
nel lemma seguente.

Lemma 1. Se valgono iy), i), iy) ed is), esiste ¢, con 0<e; < ¢, tale che, se |¢| < ¢,
allora: A
(i) J.w)>A, VueS
dove A é una costante positiva;
(ii) per ogni fissato u€S, la funzione )— I.(Au) ha un sol punto di massimo
X=X (#), caratterizzato da
) =rw>0, |4Lomw| =0, |Lrow| <o;
d)\ A=A, d}\z A=A,

(iii) J.e C*(S,R) e la coppia (].,S) verifica la condizione:
(P-S) ogni successione {u,} CS, tale che ] (u,) & limitata e Ji5(u,)— 0, ha una
sottosuccessione convergente;

(iv) JUs(u) =0, u€S, se e solo se I, (\.(u)u)=0. @
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Per semplicita di notazione indichiamo con I e J rispettivamente I, e J,. Studiamo
ora J. Poiché = A e ] & debolmente semicontinuo inferiormente, | ha minimo 7z su S.
Poniamo Z={ueS:Ju)=m}, Z*={uecZ:u>0} e Z-={ueZ:u<0}; per ogni
numero reale a, indichiamo inoltre con J* I'insieme {# € S:J(») <a}.

Prima di enunciare i lemmi che seguono, ricordiamo che se » & un punto critico di I
in Hy(Q), si pone ind (v) = dim{w € H}Q) : (I"(v) w,w) <0}, dove I'(v) & 'operatore
definito da (I"(v) wy, w,) = d?1(v) - (w1, w,], Yw,, w, € HYQ).

Lemma 2 (cfr. anche[2]). Nelle ipotesi del lemma precedente (con ¢ =0), se u€ Z,
allora ind (g (u) u) = 1.

DivosTtrAZIONE. Sia # € Z. Poiché # ¢ minimo di [ su S, & d?J(«) - [v,0]1=0, per
ogni v € (Ru)*. Inoltre da (2) si ha d*J(u) - [¢,¢] <O, per ogni ¢ € Ru, ¢ # 0. Pertanto,
da Hi(Q) =Ru® Ru)* e da J"(u) = X3(u) I"(Ao(z) u), segue ind (Ay(u) u) = 1.

Lemma 3. Nelle ipotesi 1y), 1), 1), 1) e is):
Q) Z* e Z-#0;
() Z=2*uZ;
(iti) esiste 8> 0, tale che, per ogni 8, con 0<8<3, Nf nZ" =Ny nZ* =0, dove
Nf={veS:dist(v,Z*)=2¢} e Ny={veS:dist(v,27) =¢};

(iv) se per >0 ¢ N} nZ =N;nZ* =0, allora esiste >0 tale che inf [=
NfUN;
=m+ a.

DmvosTtrazIONE. E noto che (1,) ha una coppia di soluzioni >0, — % <0 (si
ricordi che | & pari). Quindi e Z*, —ueZ".

Per provare (ii) ragioniamo per assurdo. Sia w € Z, con w che cambia segno. Se
denotiamo con [h] il k-esimo autovalore del problema di autovalori
—Au=phu, ue HyQ), he L*(Q), da — Axw = (fx, Aow)/Xw) Aow, discende che
wel flx, Ao w)/ X w] = 1, per qualche &. Poiché il segno di w cambia, & £= 2. Inoltre da
is), per la proprieta di confronto degli autovalori, si deduce che

A
wal F (3%, 2o )] < a2 l6F" (3, Do )] <pt2 [f(’;—uf”)] <1.

Pertanto ind (Xow) =2, in contraddizione con il lemma 2.

Per dimostrare la (iii) basta osservare che Z* e Z~ sconnettono Z, ed esiste quindi
>0 tale che v¢ Z (v ¢ Z"), per ogni v con dist (v, Z%) <3 (dist (v, Z7) <3).

Sia, poi, 8> 0 tale che Nf nZ~ =} e supponiamo per assurdo che sia i151+f] =m. In

el
tal caso ¢ possibile determinare una successione {u,}, tale che {u,} c Ni e J(u,)— m.
Risulta allora J)s(u,) — 0. Infatti, se cosi non fosse, esisterebbero 3> 0 tale che, a meno di
sottosuccessioni, || J/s(«,)]| = B, dove l'ultima norma ¢ calcolata nello spazio cotangente
[(R#,)*]" con la norma duale. Indicato con U un intorno di Z in S, non contenente
alcun elemento di {#,}, per un ben noto lemma di deformazione (cfr.[4]),
esisterebbero un numero ¢ >0 e 7:5— S, tali che y(J**"\U) c J”~°. D’altra patte, per
n grande 4 = u, € J**\U. Allora 5(4) € ] e cid & assurdo, in quanto 7 & il minimo di

J suS.
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Pertanto J/s(u,)— 0 e, per la condizione (P-S), a meno di sottosuccessioni, #,— 4,
con 4e€Z e sie N}, mentre Nt nZ=40.
Stesso ragionamento per Nj.

3. Siamo ora in grado di provare il teorema enunciato nel § 1.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA. Per conseguire la tesi, facciamo vedere (cfr. lemma
1. (iv)) che J., se ¢ & piccolo, ha almeno tre punti critici.

Per ogni u €S e per |¢| <&y, A, = A(«) verifica (2); pertanto, per il teorema delle
funzioni implicite e tenendo conto che Z* e Z~ sono compatti, & possibile determinare
un intorno V* di Z* (V- di Z7) e due costanti positive A e &, con & <e, tali che, se
ueV* UV e se |e|<s, si ha

3) 0<2(n)<A.

Si pud, inoltre, sempre supporre che V* N V- =@. Siano poi & e >0 tali che (cfr.
lemma 3 (iii)-(iv)) Nf nZ " =N;nZ*=0, NfcV*, N;cV e

4) Ja)z=m+a, Vue Nf UN;.

Dimostriamo che, per ¢ sufficientemente piccolo, J, ha due punti critici distinti a
livelli critici minori di 7z + «/2 ed appartenenti rispettivamente a V* ed a V~.
Dalla definizione di | e di ], discende

B) Jw—-J@=< I(Aou)——)\z+LFx,Aou)dx+sL‘Fx,Aou dx = LT’x,Aou)d
e

©6) J.) = J() < LOwn) — %)\3 n LF(x, Au)dx=—¢ L Voo, h, 1) dix.

Poiché (cfr. i5)) |¥(x,2)| <5 + cilz|**", allora da (5) e (6) si ha, per |¢|<e,

(7) J(z) — J(#)| < ellcs + comax (A5, A0 ||alA].

Se |¢|<e,, da (3), (7) e dai teoremi di immersione di Sobolev, si deduce quindi
[J(2) = J()| < ecy, YueVTuV-.

Da quest’ultima relazione, tenendo presente (4), segue che esiste ¢*, 0 <e* < ¢, tale
che per |¢| <e*

(8) J(w)=m +§, Vue Nf UN;
€
) ]E(u)Sm+%, VYueZ.

Sia ora |¢| < &*. Preso un punto w € Z*, poiché J, & inferiormente limitato e verifica (P-
S) (cft. lemma 1. (i) e (iii)), allora n,(:) — #5 con J.5(z3) = 0 (cfr. [7]), dove n{w):S— S
indica il flusso discendente associato a J, a partire dal punto w (?). Da (9) segue che

(10) J () <m+ i;-

() Ricordiamo che con tale termine si intende la soluzione massimale 0,(#) = n(-,#) del problema:

dn/dt = Jis(1),7(0) = .
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e da (8) segue che dist (45, Z*) <¢. Analogamente esiste #5 € S tale che Jls(5) =0,

(10") L) <m +%
e dist (45, 7Z7) <¢é. Dal lemma 1. — (iv) si ha che A (#) « sono soluzioni di (1,), 7= 1,2.

Per trovare la terza soluzione applichiamo il teorema di «Mountain Pass» [2,
teorema 1.1]. Precisamente poniamo

¢= infmaxJ.(«)

dove I'={yeC([0,11,8):y(0)=u5,y(1)=2}. In virtt di (8) e di (10-10"),
c¢>max (J.(«),].(#5)). Un ragionamento standard mostra che esiste #5 €S tale che
us(@5) =0 e J(u5) =c.

Allora A(25) us & una soluzione di (1,) con 5 #u, i=1,2. ©
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