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Atti Acc. Lincei Rend. fis.
(8), LXXXI (1987), pp. 29-33

Calcolo delle variazioni. — Omogeneizzazione di funzionali debol-
mente quasi periodici. Nota di ANDREA BRAIDES *), presentata **) dal
Corrisp. E. DE GIORGI.

AsstrAacT. — Homogenization of weakly almost-periodic functionals. Let f = f(x, 2)
be quasiconvex in z, almost periodic in x in the weak sense of Besicovitch and sa-
tisfy the estimate

2P <f(x,2) <AQ+|=z[P).

Then f can be homogenized; that is there exists a function ¥ depending only on
2 such that the functionals

ff(:f,Du(x))dx ue HY? (Q ; R™)
Q
converge, as € goes to 0 (in the sense of I'-convergence) to

f‘l“(Du(_x))dx.
Q

Moreover an asymptotic formula for ¥ can be given.
Key worps: Homogenization; Almost-periodicity, Quasiconvexity; I'-convergence.

RiassunTO. — Sia f = f(x, ) quasiconvessa in z, quasiperiodica in x nel senso
di Besicovitch e soddisfi le disuguaglianze:

[2[P <f(x,2) <A +]z]").

Allora f pud essere omogeneizzata: esiste una funzione ¥ che dipende solo da =z
tale che i funzionali

ff(f,Du(x))dx u cHY? (Q ; R7)
Q

convergono, per ¢ tendente a 0 (nel senso della I'-convergenza) a

f\y (Du (%)) dx .
Q

Inoltre si pud dare una formula asintotica per ¥ .

(® Scuola Normale Superiore 56100 Pisa.
(**) Nella seduta del 20 giugno 1986.
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In questa Nota si considera il problema dell’omogeneizzazione di funzio-
nali del tipo

FJu,Q):ff(%,Du(x))dx,
Q

ovvero la caratterizzazione del comportamento di tali funzionali per ¢ che tende
a 0, in un senso variazionale. Nel linguaggio della I'- convergenza, cid significa
cercare un funzionale F (u, Q) che sia il Ilimite degli F, (u, Q).

In ipotesi di vario tipo questo problema & stato studiato da vari autori, in
special modo quando f sia una forma quadratica. Un teorema di omogeneizza-
zione per funzionali di forma generale ¢ stato dato da P. Marcellini, nel caso
in cui f sia periodica nella prima variabile, convessa nella seconda e i funzio-
nali in questione dipendano da funzioni scalari.

Teorema di omogeneizzazione—caso periodico (Marcellini [8]).
Siano p , A =1; sia f:R* X R* - [0, + co[ una funzione di Carathéodo-
ry l-periadica in x e convessa in z, tale che

leP<f(x,2) <A1+ |2/)

per ogni z, per quasi ogni x. Allora

t) f & omogeneizzabile, ovvero esiste una funzione ¥ :R" —[0, + oo]
tale che

f‘F(Du(x))dx:I‘(Ll’(Q)—)lim f(i,Du(x)>dx
2 e—>0 €
per ogni aperta limitato Q di R* e uec H» (Q);

ii) wvale la formula di omogeneizzazione :

¥ (2)==min { f fx,Du(x)+ 2)dx:ue H»(]0,1[*) e l—periodica}

j0.1["
per ogni z e R™.

In successivi lavori (si veda per esempio Fusco [6], Braides [4]) il punto
i) del teorema & stato dimostrato anche per funzioni f : R? X R"™ — [0, + co[
quasiconvesse in" 2 e periodiche in x, ovvero per funzionali dipendenti da
ue HY? (Q ; R™).

Nel caso scalare (m=1) inoltre, 'ipotesi f(x,2) > |z [? pud essere so-
stituita dalla sola positivita della f (Braides [3]).
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Se si abbandona I’ipotesi di periodicita, & possibile ancora dimostrare la
omogeneizzabilitd, sotto I'ipotesi di quasi-periodicita della f.

Alla formula di omogeneizzazione del punto ii) si dovrd perd sostituire
una formula asintotica

ii) ¥ (s)  lim min {Ti f fx,Du() +2)dx:uc Hgm(]o,T[n)}.
10.T("

Teoremi di omogeneizzazione per funzionali quasi periodici sono stati
dimostrati nel caso quadratico (si veda ad esempio [7]). Per funzionali di forma
generale il cui integrando verifichi

2P <flx,3) <A1+ [2])

¢ stato dimostrato un teorema di omogeneizzazione sotto opportune ipotesi
di uniforme quasi-periodicita (si veda [4]).

Scopo di questa Nota ¢ di studiare 1’omogeneizzazione sotto le semplici
ipotesi che f sia quasi periodica (secondo Besicovitch) in x e quasi—convessa in z.

Le dimostrazioni, che verranno esposte in un lavoro di prossima pubbli-
cazione, sfruttano un metodo di approssimazione di funzioni quasiconvesse.
La funzione f viene approssimata «in media» con una successione di funzioni
p-uniformemente quasi—periodiche, e quindi omogeneizzabili. L’omogeneizza-
bilita della f viene assicurata da un teorema di « scambio del I'-limite », la cui

dimostrazione si basa su un risultato di regolafith dei minimi di funzionali del
Calcolo delle Variazioni (Meyers ed Elcrat [9]).

Prima di enunciare il risultato principale, introduciamo alcune notazioni.
Consideriamo fissati per tutto il seguito due interi n,m >1 e due numeri
reali p, A con p, A > 1. Diremo che una funzione f appartiene alla classe
‘==Fm,m,p,A) se f:R* X R - R,
i) f(x, +) & continua per quasi ogni xe€ R=;
i) f(-,2) & misurabile per ogni z< R*™;
i) |gP<f(x,2) <A(l+ |2{?) per quasi ogni xe R" per ogni

z e Rmvm,

Una funzione g : Rm — R & quasiconvessa se per ogni z€ R™, per ogni
aperto limitato Q di R*,ue H}? (Q ; RYN), si ha

mis (Q) g (2) sfga)u(ywr 9dy.
Q
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Se g : R” —~R & una funzione localmente integrabile, porremo

.}i,g(x)dx:li;n»iuog(él——wz f g(x)ydx.

FTT"
Una funzione g : R* - R & quasi—periodica (nel senso di Besicovitch [2])
se esiste una successione di polinomi trigonometrici (P;) su R* (ovvero fun-
zioni del tipo

ﬂh

Py (%) = Yl ar € W™
1

CON Ay, 2y, € R, tali che
lim 1P, (x)—g(x) | da—0.
h—->+ooJ

Sia X uno spazio topologico, (F.),., un insieme di funzioni definite su un
sottoinsieme Y di X a valori in R. Sia x un elemento della chiusura di Y in X
e te R. Seguendo [5] diremo che

t="I(X") lim F_(x)
e
se e solo se

t= sup liminf inf F_(y)== sup limsup inf F_(y),

Yes(x) e—>0 yeY Yes(x) e—>0 yeY

dove # (x) indica I'insieme degli intorni di x in X.

Vale ora il seguente teorema.
Teorema di omogeneizzazione — caso quasi periodico.
Sia f una funzione della classe F. Supponiama che
a) per quasi ogni x€ R* la funzione f(x, -) sia quasiconvessa;
b) per ogni x€ R™™ la funzione f (-, %) sia quasiperiodica.
Allora esiste una funzione ¥ : R" — [0, + oo[ quasi convessa, che verifica

lzP<¥ () <Ad+ 2P

per ogni 3 R*™, tale che, per ogni Q aperto limitato di R*, ue H'? (Q ; R™)
st ha

=0

f\f"(Du(x))dx:r(Lp(Q)—) lim f(i,Du(x)> dx,
Q

Inoltre vale la formula asintatica iii) per la ¥
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Notiamo che nelle ipotesi di questo teorema 'unica « uniformita » richiesta
nella 2 alla f & la quasiconvessith. Questa ¢ una condizione naturale essendo
necessaria e sufficiente per la semicontinuitd inferiore del funzionale

f F(x,Du(®))d x (si veda Acerbi, Fusco [1]) .

E possibile costruire con facilita (anche nel caso m == 1) funzioni f con-
vesse in 2, quasiperiodiche in x ma non omogenelzzablh, qualora non si richieda
la condizione di coercivita

lz P <f(x,2).
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