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Fisica matematica. — Su un teorema di unicità per Inequazione 

semilineare del calore in un dominio illimitato W. Nota di PIERO BAS-

SANINI, presentata (*•) dal Socio D. GRAFFI. 

SUMMARY. — A periodic BVP for a semilinear elliptic-parabolic equation in an 
unbounded domain Û contained in a half-space of Rn is considered, with Dirichlet boun
dary conditions on the finite part of d O . A theorem of uniqueness of periodic so
lutions is proved by showing that a suitable function of the " energy " E (x) is subhar-
monic in O and satisfies a Phragmèn-Lindelôf growth condition at infinity. 

1. Sia O un dominio (aperto connesso) illimitato di Rn contenuto nel 
semispazio xn > 0, e B la parte al finito della sua frontiera. In questa Nota ven
gono formulate, con un procedimento molto semplice, condizioni di crescita 
all'infinito sotto le quali l'equazione semilineare del calore 

(1) An u = ut + G (u) , x = (x1, . . . , xn) e Q,, t e R 

(ed altre analoghe, di tipo ellittico-parabolico) ha al più una soluzione u(x , t), 
periodica in t di periodo T, determinata dalla condizione al contorno del tipo 
di Dirichlet su B 

(2) u(y,t)=f(y,t) , (y,t)eBxR 

dove / è una data funzione, continua su B x R e periodica in t di periodo T. 
Considereremo soluzioni regolari u (x, t) del problema al contorno (l)-(2), 

ossia continue in ( O U B ) # R e aventi derivate Q&XZì&M ut ,ux. >ux.x. (i,j = 
= 1 , . . . , n) continue in O x R. 

Per G (u) = 0 un tipico problema schematizzabile in questo modo è quello 
della temperatura della crosta terrestre [10], o quello del moto di un fluido vi
scoso delimitato da una parete oscillante piana [11]. 

Soluzioni periodiche dell'equazione del calore, e di equazioni paraboliche 
più generali, sono state studiate da moltissimi autori (cfr. il Cap. 9 e la Biblio-

(*) Ricerca svolta nell'ambito dell'attività del G.N.F.M. del C.N.R., e finanziata 
dal Ministero Pubblica Istruzione (Fondi 40%). 

(••) Nella seduta del 28 giugno 1985. 
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grafia del recente libro di Cannon [1]): citeremo qui i lavori di Prodi [2], Shmu-
lev [3], Fife [4], Vaghi [5], Liu e Pao [6], Vejvoda [7]. Una situazione simile 
a quella considerata in questa Nota è stata studiata da Kono [8] e Kusano [9]. 
Nonostante l'abbondanza della letteratura in proposito, tuttavia, non sembra 
che il semplice procedimento qui seguito, e basato sullo studio dell'« energia » 
E (#), sia mai stato proposto prima. Si osserva in sostanza che una opportuna 
funzione di E (x) risulta subarmonica in Q, : allora la condizione di crescita 

T 

(C) E (x) : = V2 I [u (x , t)Y dt = o (| x |2) | x \ -+ co , xe CI 

o 

assieme all'usuale condizione di mono tonicità per G (u), permette di dimostrare 
immediatamente il teorema di unicità per (l)-(2) (n. 2). 

Al n. 3 il teorema di unicità così provato viene esteso a equazioni e sistemi 
di equazioni più generali, di tipo ellittico-parabolico, a coefficienti periodici, 
imponendo diverse condizioni di crescita. Viene cosi incluso il caso di conduci
bilità termica esponenziale in x [13]. 

Semplici controesempi, riportati al n. 4, mostrano che le principali ipotesi 
fatte, ossia la condizione di crescita per uy quella di monotonicità per G, e quella 
sulla forma caratteristica dell'equazione, non sono sovrabbondanti. 

2. Ci servirà il seguente ben noto corollario del teorema di Phragmèn-
Lindelòf (cfr. [12]): 

Sia D un aperto illimitato nel semispazio xn > 0 e B' la parte al finito di 8 D. 
Sia U (x) una funzione a valori in R, due volte differenziabile in D, tale che An U > 
> 0 in D e lim sup U (x) < 0. Se in aggiunta la parte positiva U + (x) : = 

— max {0 , U (x)} di U (x) soddisfa 

(3) JJ+ (x) = o(\ x \) | a | - * co , xeT) 

allora U (x) < 0 in D. 

Converrà supporre G (u) continua in R e monotona ; basterà che 

T 

(M) f (u — v) [G (u) — G (v)] dt>0 

o 

per ogni x e Q, e per ogni coppia di funzioni ammissibili u (x , t) , v (x , t). Siano 
ux, z/2 due soluzioni del problema ai limiti (l)-(2) con il medesimo dato al bordo 
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/ e soddisfacenti la condizione di crescita (C). Posto u :=u1 — u2
 ( l ) sia 

T 

(4) E (x) : = Va I tyi (x,t) — u2 (x , t)]2 dt 

o 

T« energia » relativa ad u per un periodo di oscillazione (cfr. (C)). Nelle nostre 
ipotesi, E (x) risulta continua in O U B con derivate parziali prime e seconde 
continue in Q, non negativa in Q e nulla su B, e infine, per (C), soddisfa la con
dizione di crescita all'infinito 

(5) E(x) = o(\x\2) | x | -> oo , xeQ. 

Per dimostrare il teorema di unicità basterà provare che E (x) == 0 in Q,. 

Per XG t i si ha infatti, per (M) e per la periodicità di u: 

T 

(6) grad E = lu grad u dt, 

o 

T T T 

(7) An E = grad2 u dt + I u An u àt > grad2 u dt 

0 0 0 

di modo che E (x) risulta subarmonica in CI. D'altra parte è, per la (6) 

T T 

(8) grad2 E < | u2 dt i grad2 u dt 

sicché risulta 

(9) 2 E An E — grad2 E > 0 in D . 

Sia D : = {x e Cl \ E (x) > 0} l'interno del supporto di E (x). Posto 

(10) U (x) : = [E (x)] !/2 

si trova 

(11) A n U = ^ [ 2 E A „ E - g r a ^ E ] 

(1) Ovviamente, questa u non è, in generale, la u della (1). 
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di modo che, per la (9), U (x) è subarmonica e positiva in D. Se D non fosse 
vuoto, si avrebbe per le (5)—(11) 

(12) An U > 0 in D , U (*) = O in B' , U (*) = o (| x |) per | x | -* oo , 
xe D 

dove B' denota la parte al finito di 8 D. Per il corollario del teorema di Phrag-
mèn-Lindelòf riportato sopra, sarebbe U == 0 in D, e si arriverebbe all'assurdo. 
Dunque D è necessariamente vuoto, ossia E = 0 in D. 

Si può osservare che, per l'esistenza di una soluzione regolare (questione 
di cui non ci occupiamo qui), occorrerà che il dato al bordo / soddisfi esso pure 
alla condizione di crescita (C), che può così intendersi su tutto Q. 

Supponiamo ora che u± e u2 siano le soluzioni di (l)-(2) corrispondenti ai 
dati al contorno f±, f2 ; procedendo come si è appena fatto per la funzione 
V (x) : — U (x) — A, con 

T 

A : = {i/2 sup [ [/, (y , t) - / , (y , t)]* di 
yeB 

0 

si ha A n V > 0 in D, V < 0 su B' , V+ (x) = o (M) per |*| -> oo ,x e D. 
Applicando ancora il corollario riportato all'inizio del paragrafo, segue 
V (x) < 0 in D, ossia 

T T 

(13) sup J {ux — u2)* dt < sup f (/i — f2)
2 dt 

0 0 

da cui si riconosce che la soluzione, se esiste, dipende con continuità dal dato 
al bordo, nel senso della n o r m a l 0 0 (Q ; L2 (0 , T)). 

Se G (0) = 0, la soluzione corrispondente a / = 0 è u = 0, sicché da (13) 
segue 

T T 

(14) sup \[u(x, t)Y dt < sup \[u(y, t)]2 dt 
fQ J yeB J 

0 0 

anzi questa vale ̂ sostituendo a O un qualsiasi dominio Q, di frontiera B ivi con
tenuto. 

3. Il procedimento visto si estende facilmente a equazioni del second'or-
dine semilineari del tipo ellittico-parabolico 

n 
(15) An u = a (x) utt + b (x) ut + ^ a{ ux. + G (x> t,u) in Q, x R 
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con 

f G (x , t, u) periodica in t di periodo T, a (x) < 0 , 
(16) <̂  

U e C ° ( Q ) , fleC°(Q), G e C ° ( O x R 2 ) 

e G soddisfacente (M). 

Introduciamo le funzioni ausiliarie non negative 

(17) 

U1 (x) : = E (x) exp — i/2 £ ^ x{ , 

U2 (x) : = I E (x)\ exp I — % 2 «i *ij 

con E (x) definita come alla (4). Procedendo come al n. 2, e tenendo conto delle 

(16), si trova, posto e : = exp y2 2 a% x%\ 

C A n U 1 = A n E - 2 « i E , . + E ^ ^ / 4 ^ A „ E - 2 « i E , . > 0 in Q , 

di modo che XJ1 risulta subarmonica in Q, e nulla su B. Con calcoli analoghi 
si ha anche 

e A„ Ua = (4 E"2)-1 [2 E (A„ E - X at E,.) - grad* E + E' £ a?] 

> (4 E*/V [2 E (A, E - £ a« E,.) - grad2 EJ > 0 in D , 

ossia U2 risulta subarmonica nell'aperto D : = {xe Q, | E (x) > 0}, e nulla su 
B' (la parte al finito di 8 D). Supponiamo soddisfatta Tuna o Paîtra (la meno 
restrittiva) delle condizioni di crescita 

(G) j[u(x,t)]*dt=o ( | * l f a e x p f a 2 "**<]) x I "—>• co , # e fi 

con a = 1/2 oppure a = 1. Allora per a = 1/2 la funzione Uj soddisfa la con
dizione di crescita (3), mentre per a = 1 vi soddisfa la U2. In entrambi i casi, 
ripetendo il ragionamento svolto al n. 2, si riconosce che D è vuoto, ossia E (x) = 

= 0 in ii, e quindi w1 = «2. ' • • 
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Resta così dimostrato il seguente 

TEOREMA. Sotto le ipotesi (M), (G), (16) il problema al contorno (15), (2) ha 
al più una soluzione regolare u (x, t), periodica rispetto alla t con periodo T. 

La dipendenza continua, nella n o r m a l 0 0 (Q, ; L2 (0 , T)) (pesata opportu
namente secondo il valore prescelto per a), segue dalla relazione analoga alla 
(13), che ora si scrive 

T 

sup exp — a ^ f l ^ J [u± (x , t) —u 2 (x , *)]2 àt 

(18) 

< 

1 

Tiexp [ ~~a 2 fl*^«] /[/i ̂ y > f)—/2 (y * ̂ dt 

e, se G (x, t, 0) = 0 sussiste anche l'analoga della (14). 

Il teorema di unicità può ulteriormente estendersi a sistemi ellittico-para-
bolici della forma 

f An u = a (x) utt + b (x) ut + vt + G (x , t, w , A). 

(19) <̂  ^ in QxR 
lAnv = a(x)vtt+ b(x)vt+ $ ut + lì (x , t, u , v) 

(20) u=f , v=g (f e £ assegnate) su B X R 

con le solite ipotesi di regolarità e periodicità delle funzioni incognite, dati e 
coefficienti, e con a (x) < 0, a (x) < 0, p > 0. 

La condizione di monotonicità (M) va sostituita da 

T T 

[ (td — O ( G ì —G 2 ) d* > 0 f K — ^ ) (Hj — H2) dt > 0 

0 0 

(dove Gì : = G (x ,t ,iii,Vi) y H4 :—H(x ,t ,Uì,Vì) ,i= 1,2) e la condi
zione di crescita (C) da 

T 

E(x) : = y2[[u2+
ìLvi'\dt = o(\x\z) \x\-+oo,xe Q . 

4. (Controesempi e osservazioni). L'esempio 

uxx = ut — u(x>0) ; u (0 , *) = 0 (n = 1, Q = (0 + oo)) 
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avente le infinite soluzioni (periodiche in x e t) u = X sin x (X e R), mostra che 

la condizione (M) non si può omettere (ferme restando le altre). 

Similmente non può omettersi la condizione di crescita (C), come mostra 

l'esempio 

uxc$ + uyy = ut (x > 0 , y e R) ; u (0 , y , t) = 0 (y e R) 

che ammette le infinite soluzioni u = \x , u = e~xy sin X x (X G R). 

Infine, il problema iperbolico (con a (x) > 0) 

uxx — utt = 0(x>0) , u(09t) = 0 

ha infinite soluzioni u = co (t — x) — co (t + #), con co T-periodica arbitraria. 

Perciò l'ipotesi che l'equazione abbia forma caratteristica non negativa 

non si può omettere (2 ) . 

Osserviamo, per concludere, che nel caso in cui sia G (u) = 0 nella (1), ed 

u (x , t) sia soluzione di classe C°°, l'energia E (x) corrispondente verifica le disu

guaglianze 

A^ E > 0 , grad2 A£ E < 2 A^ E A™+* E (xe fi , m = 1 , 2 , . . .) 

le quali mostrano che tanto i Laplaciani iterati A^ E quanto le loro radici qua

drate sono funzioni subarmoniche in Q,. 
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