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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta del 23 aprile 1983 
Presiede il Presidente della Classe G iu s e p p e  M o n t a l e n t i

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Algebra. —  Sulla intersezione delle classi normali. Nota di A lessandro  

S carselli, presentata (*) dal Socio G. Z a p p a .

S u m m a r y . — We prove that every abelian finite group is contained in the inter
section of the nontrivial normal classes introduced by Zappa.

Una classe F di gruppi finiti risolubili è detta normale se:

(1) N < G g  F => N g  F

(2) G =  N 1x N 2, N <g F ( f =  1 , 2 )  =>Gg F

(3) Se G =  M H con M < G , H F-massimale in G, H D M <1 G ,
max

[H , M] £  H e [N , H] c  H per ogni N <\ G tale che M D H c  N % M ; 
allora M e  F.

Tali classi sono state introdotte da Zappa [1], nel contesto della Teoria 
delle classi di Fitting. Lo stesso autore [1, 2] pone il problema di determinare 
le classi normali minimali. Esso ha tra l’altro provato che ogni 2-gruppo abeliano 
è contenuto nella intersezione di tutte le classi normali non banali (ovvero non 
costituite dal solo gruppo identico) e ha determinato diverse classi di 2-gruppi 
non abeliani che godono della stessa proprietà.

In  questo lavoro si affrontano gli analoghi piòblemi per i ^-gruppi (con p 
primo dispari). Si prova che ogni ^-gruppo abeliano è contenuto nella inter-

(#) Nella seduta del 12 febbraio 1983.

15. — RENDICONTI 1983, voi. LXXIV, fase. 4.
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sezione di tutte le classi normali non banali (e quindi ogni gruppo abeliano) 
e si forniscono, per ogni primo dispari p , esempi di p-gruppi non abeliani 
godenti di tale proprietà.

T eorema 1. — Se p è un numero primo, n un numero naturale, Cn il gruppo 
ciclico di ordine pn e F una classe normale non banale, allora Cne F.

Dimostrazione. -  Sia Cn$ F. Giacché Ci e  F [1], esisterà un numero 
naturale 1 <  m <  n tale che Cm $ F e Cr e F per ogni 1 <  r <  m.

Indichiamo con Lm Tinsieme dei ^-gruppi di esponente pm~\ che siano 
prodotto semidiretto di un ^-gruppo abeliano di esponente minore o uguale 
a p m~x con il gruppo ciclico di ordine pm~x.

Supponiamo, in primo luogo, che Lm c  F.
Sia V =  (ifi, u2 ,- • -, uv ,y  | Ui = 1  ~ y  , [«<, uy] ==: 1 per ogni i , j ,  

[Vi t y l — Ui1 ui+1, per 1 < i < p  e [% , j ]  — %).
Sia H = :{ H  ^  V | H e H ha esponente pm-1} e U =  [ux , , • • •, up).

Siano H j , H2 e H  , Hx — XJ1 (y) , H2 =  U2 (3/), con U* c  U (/ =  1,2) .  Essendo 
U abeliano, D j l l ,  è un sottogruppo di U. Inoltre U ^ ^ f ì  U< l Y e quindi 
H3 =  XJ1 U2 (y) è un sottogruppo di V.

Sia g e  H3 , g =  zq z/2y  con U* (/ =  1 , 2 )  e 0 < /  <  p™"1.

/  =  O i  ll2 y 3f  —  (ih  W2) (Mj M2f  (%  M2y

=; K  «T  • • • jT **"1 (tt2 mT"' • • • u f V - ' - V i  y W ^  y

= (« iyr  k j t  ' = i .

Dunque H3 e H. Ne segue che H  ha un unico elemento massimale, sia
esso H. H e  Lm e quindi H e  F, inoltre H è F-massimale in V, giacché
ogni sottogruppo di V che contenga propriamente H, possiede qualche 
elemento di periodo pm, mentre Cm ^ F.

Sia Q T insieme degli elementi di periodo pm~x di U , ovvero 
O = : (ui , up , • • •, Up ). Il gruppo Q (y) ha classe p +  1 e non è regolare 
in quanto contiene elementi di periodo pm. Posto

!h P u \ =^ v ly u2P u% =i v2, • • •, UpP i Up =  ,

si ha che K =  (v±, v2 , • • •, , y)  ha classe p  e quindi è regolare, di
conseguenza ha esponente pm~x e appartiene perciò ad H. Ne segue che
K c  H.

Si h a [i^  , ^  =  ^ 6  K c  H e dunque O c  N v (H).
D 'altra parte [wx, y] = ; uf 1 u2 ha periodo pm e quindi \u1 , y] $ H 

onde H<fl V.
Sia M — {M c  U ( / ) | M $ N v ( H ) , H c  N V(M) e M ^ j H f ì  U,y>)}. 

(U , y p) e M  e quindi M possiede elementi minimali, sia M uno di essi. Sia
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G =  M H Essendo H —= (H O U) (y) è  [H : (H D U , yp)] — p e dunque 
[MH : M ] “ [ H : H n M ] ^ [ H : ( H n U ,  yp)] ^ p ;  perciò M è normale 
massimo in G. Inoltre M O H =  (H O U , y p) <3 G , [H , M] ^  H e 
[N , H] c  H per ogni N  <1 G tale che M fi H g  N ^  M, data la minimalità 
di M in M. Essendo F una classe normale, deve aversi M g  F.

D ’altra parte M $  N v (H) e quindi M O U $  Q. Ne segue che M 
contiene qualche elemento di periodo pm . Si ha una contraddizione dal 
momento che Cm $ F.

Sia ora Lm $  F e sia X di ordine minimo in Lm\ F .  Sarà X =  [A] (x) 
con A abeliano di esponente minore o uguale a pm~xy e x di periodo pm~x. 
Sia B <] X , B 9= A e [A : B ] ~ p  , h  ==B (x) e y e  A \B .  Ogni elemento 
di X può esprimersi in uno e un sol modo nella forma axl con a e A 
e 0 <  i <  pm~x e F applicazione axr - a (yx)r risulta quindi un automorfismo 
di X il cui periodo eguaglia quello di y. Sia G = ; [X] (z) il relativo prodotto 
semidiretto e t =  xz.

Il sottogruppo M ^ { A , x p ,xz)  ha indice p  in G e L $  M, quindi 
G =  ML. Inoltre L g F, data la minimalità di X in Lm\ F  ed esiste quindi 
un sottogruppo F-massimale H di G, contenente L, cosicché G =  M H 
con M <1 G e H F-massimale in G. Poiché X =  A [x) $ F e (L , y) —  X,

max
deve essere y  $ H, quindi A (x) O H =  B (x) e perciò [x y z]— x~1 z~x xz =  
~  x-1 yx $ H. Ne segue che H <fl G. B <3 M , M/B è abeliano e H f i M ^ B ,  
quindi H O M < M ;  d’altra parte H O M<3H e quindi H O M<3 M H = ^ G .  
Non essendo H < 1  G è [M , H] H. Sia N <3 G con H O  M  c  N ^ M  e 
[N , H] £  H. Sia S ~ B ( x p), allora è S<3G. Sia ne  N con [ n , H] ^  H, allora 
n = y i  (xz)r c con ce S e r ^  0 (p), infatti (xz)p e xp zp A, ma A g C G (G/S) 
e quindi A £  N G (H); zpe N G (H) giacché centralizza A e z  e muta x in 
ypx e H. Anche wzg N  e quindi y i (yxz)r ce  N ; ne segue che (yxz)~r (xz)re N. 
Mfi [y , xz] — y ~x z~x x~x yxz — y~x x~x yx — [y , x] e B e quindi anche 
y~r (xz)~r (xz)r e N, ovvero y~re N, ed essendo r ^ O ( p )  è  y e  N. Perciò 
anche (xz)r e  N e quindi xz e N. Ne segue che N =2 ( A , x p y xz) — M onde 
M = ;  N. Essendo F normale, si ha M g  F. x z  ha periodo almeno p m~ \  

giacché (xz Se x# avesse periodo maggiore, essendo e M g  F
dovrebbe aversi CmG F contro l’ipotesi. Quindi ^  ha periodo p™-1. Ne 
segue che l’applicazione atv -> axv è  un isomorfismo tra (A , t) e (A , x). 
D ’altra parte (A , x) $ F e quindi (A , t) $ F. Ma ( A ^ J ^ M g  F e si ha 
una contraddizione. Tale contraddizione prova che Cwg F per ogni n.

Teorema 2. -  Ogni classe normale non banale F contiene i gruppi non 
abeliani di ordine pn ed espondente pp~x, per ogni primo dispari p e numero 
naturale n >  3.

Dimostrazione. -  Sia M un gruppo non abeliano d’ordine pn ed esponente 
pn~x ; essendo p dispari è M =? [a , b | a ^ 1 =  bv ~  1 , b~x ab — ax+pn~*).
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Il gruppo M ammette un automorfìsmo z  tale che az ~  ab e bz =  £. 
Essendo azV ~  abp — a e bzP — b , z  ha periodo p. Si può costruire il prodotto 
semidiretto G =  [M] (z).

Sia t ~  az e si ponga K =  (A , t) e H ==; (B , t) ove A — (a? , b) e B =  [ap). 
Si ha tv —  (az)p — aaz~x az~2 • • • az~p+1 — a (ab-1) (ab~2) , • • •, (ab~pJrl)\ 
d’altra parte ab~% — b~l â ~ipn~2y quindi

giacché p | 2 essendo p dispari e il periodo di a è pn~x. D ’altra parte

quindi

n
a — b

fp \&) _  i

p - l  V _ ( i \  f i \

a ^ J l b  ™ ab™ =
i = 0  i = 1

i = 1

Essendo p dispari si ha che te  [ap) mentre f  $ [ap2) . Ne segue che 
( f )  — {ap), quindi t ha periodo pn~x e H ==; (B , t) ==j [ap , t) =  (t). Per il 
Teorema 1, si ha H e  F. Si ha inoltre che K  =  (A , t) — [aP , b , t) =  {b , f), 
cioè K è un gruppo di ordine pn ed esponente pnr~1J non abeliano (visto 
che b non è permutabile con t — az) e pertanto è isomorfo a M. Inoltre 
H ^  K % G. Non può esistere un sottogruppo K ^ K  d’ordine pn tale che 
H c  K, altrimenti sarebbe H - K O K e  poiché K e K sono normali in G, 
anche H lo sarebbe, il che non può essere perchè

or1 t~x at — a-1 a-1 aaz — ar1 z~x az =  a~x ab — b$ H.

Possiamo ora distinguere due casi:

1) H non è F-massimale in G. Allora, visto che K è l’unico sotto
gruppo d’ordine pn contenente H, si ha K e  F e quindi M e  F, essendo M 
isomorfo a K.

2) H è F-massimale in G. Allora si ha H O M — [ap) e quindi H f i M  
è normale in G. Inoltre H / H f i M  non centralizza M /H D M avendosi

[H , M] =  {[f , a ] , [ t ,  b ] ) =  ([, , a] , [az , b]) =  [b , [az , b]) $  H .



A lessan d ro  S c a r s e l l i ,  Sulla intersezione delle classi normali 215

Se poi N è un sottogruppo normale di G tale che H O M ^ N ^ M s i  ha 
che N/H  n  M è un sottogruppo normale d’ordine p di G/H D M e pertanto 
è nel centro di G/H O M. Ne segue che H/H D M centralizza N / H O  M. 
Pertanto, in base alla definizione di classe normale è M e F.
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