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Fisica matematica. —  Alcune questioni sulla conduzione del calore 
in m ezzi compositi. Nota di V in c e n z o  d e  R ien zo  (*) e A n g e l o  

M e ssin a  <*>, presentata <**) dal Corrisp. G. S e s t in e

Sum m ary. —  The so-called diffraction problem for the heat equation is considered 
in a semi-infinite medium consisting of a sequence of different layers. Existence and 
uniqueness of the solution for the problem with no initial condition is proved and it is 
shown that periodic solutions are generated by periodic data on the boundary. A general 
method for calculating periodic solutions is discussed, taking into account possible thermal 
resistances between the layers.

1. Introduzione

La conduzione del calore in mezzi compositi è un argomento classico [1], 
[2], ma ancora attuale per la molteplicità delle sue applicazioni [3], [4], [5], [6]. 
Il problema della determinazione della temperatura in mezzi compositi sotto
posti a condizioni al contorno periodiche è stato affrontato da vari autori (ad 
esempio [7], [8], [9]). Non sembra però che esista in letteratura una trattazione 
teorica dei seguenti aspetti: esistenza di soluzioni periodiche; convergenza di 
serie di soluzioni elementari dell’equazione del calore, mediante le quali sia 
possibile rappresentare soluzioni periodiche; stabilità delle soluzioni periodiche 
rispetto alle perturbazioni.

Questo studio viene condotto nel presente lavoro per un mezzo stratificato 
seminfinito. È interessante osservare che Fuso di soluzioni elementari del tipo 
« onde termiche spazialmente attenuate » consente di esprimere in maniera molto 
semplice l’evoluzione termica dovuta a una legge sinusoidale della temperatura 
superficiale. Così ad esempio le onde termiche trovate in [9] mediante un labo
rioso uso della trasformata di Laplace, si ottengono immediatamente applicando 
il metodo rapidamente descritto nel § 5. Tale metodo si presta anche nel caso 
di condizioni al contorno di tipo più generale o di contatto termico imperfetto 
fra i singoli strati e infine alla costruzione di serie del tipo di Fourier che risol
vono il problema con generiche condizioni al contorno di tipo periodico.

Per semplificare la trattazione teorica dei §§ 2, 3, 4, ci limiteremo a consi
derare un sistema composto da due soli strati in ciascuno dei quali le proprietà 
termiche sono costanti, in assenza di sorgenti di calore e supponendo il contatto 
termico perfetto tra i due strati. Il passaggio al caso generale non presenta parti
colari difficoltà.

(*) Istituto di Matematica Applicata, Università di Bari, Fac. Ing. Via Re David 
200, 70125 Bari.

(*#) Nella seduta del 25 novembre 1982.
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2. Il problema di conduzione senza condizioni in iz ia li

Data una funzione <j) (t) , — oo <  t <  +  oo, continua a tratti e limitata, 
dette kt , k2 e ì / a l , 1 /al rispettivamente le conducibilità termiche e le diffusività 
dei singoli strati consideriamo il seguente problema che sarà richiamato nel 
seguito con simbolo P (— oo , +  oo) :

(2.1) — a\ ult =  0 in Si =  {(a , t) : a g (0 , h ) , t e (— oo , +  oo)} ,

(2.2) ^2xx 2̂ ^21 ’ ^ S2 =  {(a , t) : AG (A ,+  oo) , t e  (— oo,+  oo)}>

(2.3) «i (0 ,*) =  <!> (t) , — oo <  t < +  oo ,

(2.4) lim m2 (x , t) =5 0 ,
x-> +oo

— oo <  t < +  oo ,

(2.5) ux (h , t) — u2(h , t) , — oo <  t < +  oo ,

(2.6) K ulx (h , t )  — k2 u2x (h , 0 , ---OO <  t <  +  OO .

Definiamo soluzione del problema (2.1)-(2.6) una coppia di funzioni reali 
{ux (a  , t) , u2 (x , £)} tali che :

i) ux (a  , t) sia in C2’1 (Sj), soddisfi in Sj Y equazione (2.1), sia continua 
fin sul contorno al più escluso un insieme di punti di misura nulla appartenenti 
ad a — 0, nei quali sia verificata la condizione

lim inf (j) (t) <  lim inf ux (x , t) <  lim sup ux (x , t) <  lim sup <|> (t) ; 

nei punti di continuità di <j> (t) sia soddisfatta la (2.3);
I

ii) esista continua per — oo <  t <  +  oo ulx (h , t ) =  lim nlx ( a  , t);
x~>h~

iii) u2 (x , t) sia in C2’1 (S2), soddisfi in S2 Tequazione (2.2), sia continua 
su x ~ h  e verifichi la (2.4) uniformemente rispetto a t in intervalli limitati;

iv) esista continua per — oo <  t <  +  oo u2x(h , t) — lim u2 (x , t) ;
x -* h +

v) e u2 soddisfino le condizioni di raccordo (2.5), (2.6);

vi) ux e u2 siano limitate per t <  T, qualunque sia T e (— oo , +  oo).

Osservazione 2.1. Nessuna sostanziale modifica va apportata nel seguito 
se nella (2.4) si sostituisce lo zero con una costante qualsiasi.

Nel §4 dimostreremo il seguente teorema:

Teorema 2.1. Se ò (t) è continua a tratti e limitata in ogni intervallo del tipo 
(— oo , T), il problema P (— oo , -f  oo) ammette mia ed una sola soluzione.
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Ne seguirà il

C o ro lla r io  2.1. Se inoltre 4> (t) è periodica, con periodo P, la soluzione 
{ux (x , t) , u2 (x , t)} del problema (2.1)-(2.6) è periodica con lo stesso periodo.

Infatti la coppia {u± (x , t +  P ) , u2 (x , t +  P)} è ovviamente anche solu
zione del problema (2.1)-(2.6) con cj) (t) periodica di periodo P. Poiché la solu
zione è unica, essa è periodica di periodo P.

Questi risultati sono noti per il caso di uno strato limitato omogeneo (v. ad 
esempio [10]), ma le tecniche di dimostrazione non si adattano con immediatezza 
al caso qui esaminato. Sarà necessario ottenere preliminarmente alcuni risultati 
sul problema ai valori iniziali e al contorno.

3. I l problema di conduzione con i v a lo ri in iziali

Consideriamo il problema P (0 , T) relativo alle equazioni (2.1), (2.2) rispet
tivamente in (0 , A) X (0 , T] e in (A , +  oo)x(0 , T], per qualche assegnato 
T >  0. Naturalmente occorre aggiungere le condizioni iniziali

(3.1) ux (x , 0) = f x (x ) , 0 <  x <  A ; u2 (x , 0) = / 2 (x ) , x >  A

con y i , / 2 continue a tratti e lim / 2 (x) =; 0.
X —>  -j-OO

Costruiamo la soluzione di questo problema come limite della successione 
{üi \  u*2)} delle soluzioni dei problemi di diffrazione P(%) (0 , T) nei rettangoli 
( 0 , »)  X (0,  T), per ogni intero n >  A, che rispetto al precedente ha il dato 
aggiuntivo

(3.2) u f  (n , f) =  0

e con la seguente modifica della condizione iniziale

( fz  (#) , A <  x < n  — 1 ,
(3.3) é t  ( x , 0) (x) =  j

( (n — x ) /2 (x — 1) , n — 1 x <  n .

Lo spazio funzionale nel quale pensiamo collocate le {u±, z/2), ovvero le 
{u^ , uf^}, è definito in modo simile alle (i)-(vi) del §2 con ovvie modifiche. 
Per i problemi nei rettangoli (0 , n) X (0 , T) è noto un risultato di esistenza e 
unicità (cfr. [11], Teorema 13.1, p. 227).

Osservazione 3.1. Per i problemi P(n)(0 ,T) e P (0 ,T ) vale il principio di 
massimo (nella forma forte) e conseguentemente è garantito che P (0 , T) ha 
al più una soluzione. Ciò si dimostra mediante un classico argomento che fa 
intervenire sia il principio di massimo forte per gli ordinari problemi di condu
zione, sia il teorema di Vyborny-Friedman [12]. In conseguenza di ciò vale per 
i suddetti problemi un teorema di unicità.
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Passiamo ora a dimostrare il

Lemma 3.1. Dato e >  0, esiste n0 tale che per ogni n >  n0 ed m >  n risulta 
I 4 m) (n , 0  I <  e.

Detto M =  max {max | (j> (t) | , max | f t (x) | , max | f 2 (#) |}, per il prin
cipio di massimo (Osservazione 4.1) | (h , t) | <. M.

Consideriamo ora la funzione u ( x yt) soluzione del seguente problema:

(3.4)

Si trova

x >  h , 0 <  t <  T  , 

0 <  t < T ,

x̂x~ 2̂ i ’ 0

u {h , t) — M

U (x , 0) = : I f  2 (#) I y X Il ,

lim ü (x , t) =  0 , 0 <  t <  T .
x ->  + o o

(3.5) ü ( x , t) — M erfc x — h 
2 y t /a2

+  G ( * - A , f  ; É , 0 ) | / a(S)|dl;,

con
+ oo

2 r  _ 2
erfc z  ==; ~t=  l e  71 dr\ ,

P* J

G (x — h y t ; ^ , 0 )  == T («x? — h y t ; % ,0)  — T (h — # , £ ; J ;, 0)

dove T è la soluzione fondamentale dell’equazione (3.4).
Risulta

I i) ü (x y t) >  I (x y t) I , h <. x *< m , 0 <  £ <  T  ; 

ii) per ogni e >  0 esiste n0 tale che ü ( n , t) <  s per n >  nQ.

Infatti le funzioni ä ±  *4m) verificano la (3.4) in ( A , m ) x ( 0 , T )  e sono 
non negative sul contorno parabolico, da cui segue i) per il principio di massimo.

Per dimostrare ii) osserviamo che in (0 , T) il primo termine al secondo 
membro della (3.5) è minore di s/2 per x maggiore di un opportuno x0. Preso 
poi R >  0 in modo che \ f 2(x) |<  s/4 per x >  R, il secondo termine nella (3.5) 
è maggiorato dalla soluzione w del problema di Cauchy per la (3.4) avente per 
 ̂=  0 il dato w (x y 0) =; M per — oo <  x <  R e w (x , 0) =; s/4 per x >  R, 

cioè da:

1_
2

M erfc * , _ R 
2 y t la2

x — R 
2 j ì l a 2

che risulta anch’esso minore di s/2 per x sufficientemente grande e i e  (0 , T).
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Lemma 3.2. Il problema di diffrazione P (0 , T) ammette per ogni T >  0 
una ed una sola soluzione {% , u2} che è limite uniforme della successione { i f f  , }.

Posto vx (x , t) =5 u ^  (x , t) — uf0 (x , t) , v2 (x , t) =  (# , t) — uf* (x , t),
tali funzioni sono rispettivamente maggiorate in valore assoluto da zvt e w2, che 
risolvono un problema del tipo P<n) (0 , T), coi dati w1 (0 , T) =  wx (x , 0) ~  0 e

w2(n y t ) =  I i4TO) (n , t) — uf} (n , t) | =; | djf* (ny t) | , 0 <  t <  T,

!0 , h <  x < n  — 1,

| 4 W)(*,0)  — uf ( XyO)  | < 6 ,

Tenendo conto del Lemma 3.1 si ha w2(n, t) <  e se n >  n0 e per il principio 
di massimo risulta infine:

I w1 (x , t) I <  s per 0 <  # <  A , 0 <  £ <  T ,

e
I ^2 {x > t) I £ Per h <  x < n  y 0 <  t <  T , n >  n0 .

Segue l’uniforme convergenza delle successioni uf  ̂(x , t) , z/2n) (# , £). I rispet
tivi limiti ux (x y t) y u2 (x ,  t) soddisfano il problema di diffrazione P (0 , T), 
come si verifica immediatamente sfruttando la uniforme hôlderianità [11] delle 
derivate di uf* (x , t) , (x , t) in ogni rettangolo del tipo \h — 5 , A -f- 8] X 
X [&!, T] con 8 , >  0, unitamente a noti risultati circa le famiglie di solu
zioni di equazioni paraboliche [12].

Lemma 3.3. La soluzione del problema P (0 , T) con <j> (t) — 0 tende a zero 
per t -> +  oo uniformemente rispetto ad x in intervalli limitati.

Non si perde in generalità se a f x (x) si impone la condizione aggiuntiva 
/ i  (0) =: 0 , I f x (x) I <  Lx per qualche costante L >  Ö. Infatti, tenendo conto 
del fatto che <j> =  0, tale condizione è soddisfatta da tq ( x , t0) per ogni t0 >  0, 
che può essere assunto come nuovo istante iniziale.

È ora semplice constatare che possono scegliersi due funzione Fx (#) e C2 [0, A], 
F2 (a:) e C2 [A , +  oo) tali che:

Fx (x) >  I f x (#) I , 0 <  x <  A ; F a(*) £>!/■(*) I , x >  A ,

e che

Fi (*) >  0 y Fi'(*) < 0  , Fx (0) =  0 ;

Fi(#) > 0  , F2\ x)<  0 , lim F2(*)<  oo y Fi e F2 ->-0 per ^ ->+oo,
#->•+00

ai «2
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Sia ora {w^, zt>2} l’unica soluzione (Lemma 3.2) del problema di diffrazione 
P (0 , +  oo) coi dati

1 „
t»! (0 , t) — 0 0 <  t ; w1 (x , 0) =  —r  Fi (*) , 0 <  x <  h ,

1 „
ro2 (x , 0) =  F2 (*) , x >  h ; lim to2 (x , t) — 0 , 0 <  t .

a 2 x->  + oo

Applicando il principio di massimo si trova che wx (x , t) e w2 (x , t) sono limitate 
e non positive. Definite le due funzioni:

t

Uj (x , t) ~  F1 (#) -f j  Wi {oc, t ) dv , 0 <  x <  h , 0 <  t ,
o
t

U 2 (x , t) =  F2 (x) +  j  w2 (x , t )  dv , x >  h , 0 <  t ,
o

si verifica che esse soddisfano il problema di diffrazione con dati:

1 1 , ( 0 , *) =  0 , 0 <  t ; Uj (x , 0) =  F1 (x) , 0 <  x <  h >

U 2 (x , 0) =  F2 (x) , x >  h ; lim U 2 (x y t ) ~  lim F2 (x) .
x-̂  +oo 31->+00

Poiché (x , t) — (a: , £) , U 2i(x , t) — w2(x , t)y si ha Uljf (A, £) =
U 2, (A , t) <  0 , 0 <  t.

Le funzioni Ux(A , t) , U 2(A , t) hanno quindi un limite 0 per t —>• +  oo.
È noto poi [12] che:

lim
t—> -)- oo

iM * , 0  = u ~  * 
h ’ 0 < x < h

lim U 2 (x . 0  = Uoo , x >  A ,
£--> + oo

uniformemente rispetto ad x in intervalli limitati; poiché inoltre, come si è no
tato, le funzioni U, xx — wx, V 2xx — w2 sono limitate, ne viene che tale conver
genza uniforme si estende anche alle derivate XJlx, U ^ . Se quindi fosse Uoo>0, 
le (3.6) porterebbero una contraddizione alla condizione k1XJl x ( h , t )  — 
— A2 XJ2x (A , t). Di conseguenza — 0 e poiché XJ1 (x , t) >  | ux (x , t |, 
U 2 (x , t) >  I u2 (x , t) I la tesi è provata.

4. Dim ostrazione d e l teorem a 2.1

Supponiamo che {ux, w2} e {üx, ü2} siano due soluzioni di P (— oo , +  oo) 
con gli stessi dati. Le differenze — üx e u2 — U2 sono rispettivamente maggio
rate in valore assoluto dalle funzioni Vi e V2 che risolvono il problema di dif
frazione (2.1)-(2.6) col dato nullo, nella medesima classe funzionale.
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Per la vi), per ogni fissato T, esiste M e R+ tale che :

Vi (x , T) <  M , 0 <  x <  h e V2 (x , T) <  M , x >  h .

Pertanto è possibile maggiorare Vi e V2 per t >  T  con le funzioni Vx , V2 che 
risolvono per t >  T un problema di diffrazione coi dati;

Vx (0 , T) =  0 , Vi (x , T) =  V2 (* , T) =  M , l imV2(#,  f) =  M .
x —>oo

Il Lemma 3.3 consente allora di affermare che comunque si fissi un punto 
(x0 , t0) e [0 , +  oo) x  (— o o , +  oo), facendo tendere T a — oo si ottiene 
Vi (x0 , tQ) — V2 (x0 , t0) =  0, da cui l’unicità.

Per quanto riguarda resistenza della soluzione poniamo Vwe N

/» (* )= < K — ») h h x

e chiamiamo {u<ì \  ì4w)} la soluzione (Lemma 3.2) di P (— n , +  oo) coi dati 

§( t ) ,  t >  — n ; ( » , — » ) = / « ( » )  , 0 < x < h ,

uf ’ (x , — n) =  0 , x >  h ; lim ufy (a:, t) =  0 , t >  — n .
x—> + o o

Dimostriamo che la successione ( uf ] (x , t) , uf ] (x , t)} converge uniformemente 
a una coppia {ur , m2) che è soluzione del problema P (— o o , +  oo).

Per m >  n le differenze w(xm) (x , t) — uf  ’ (x , t) e (x , t) — m(2w) (x , t) 
sono rispettivamente maggiorate in valore assoluto dalle funzioni Wx (x , t ) , 
W2 ( v , t) che risolvono un problema dello stesso tipo coi dati

W1(0 , t )  =  0 ,  t > — n ; Wj(x,  — «) =  M ,  0 < x < h ,

W2 (x , — n) , x > h  ; lim W2(x , t) =  0 , t > — n,
£->+00

dove M rappresenta una maggiorazione di | u<w> — u<w> | per t <  0, ricavabile 
a priori.

Per il Lemma 3.3, lim W, ( x, t )  =  0, lim W2 (x , t) =  0 uniformemente
t —> + o o   ̂ > + o o

rispetto ad x in ogni intervallo [0, L] limitato.
Preso comunque t0 si può quindi affermare che esiste n0 tale che per ogni 

n >  n0 risulta

| W i ( * , 0 J < *  > | W , ( x , f ) | < e  in [0,  L] x[ f 0 , +  oo).

Ciò implica che in ogni semistriscia di questo tipo { ,  u f }  converge unifor- 
memente ad una coppia {%, m2). Per verificare che tale coppia è la soluzione del 
problema (2.1)-(2.6) si procede come nel Lemma 3.2.
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Osservazione 4.1. Se <j> (t) è limitata allora vale il principio di massimo 
I m I <  sup I 4> U i —  1 , 2 .  Tale disuguaglianza è infatti verificata dalle fun
zioni u f\

5. M etodo delle onde termiche attenuate

Risolviamo ora il problema P (— oo , +  oo) assegnando come condizione 
al contorno sul piano x =  0 anziché la temperatura, la seguente combinazione 
lineare tra flusso e temperatura

(5.1) (0 , £) -{- $ulx (0 , t) =  y sen cot,

dove a , ß , y  sono costanti reali assegnate (a2 + ß 2=(=0). Supposto, inoltre, 
il mezzo composto da n strati, il problema è così schematizzato

(5.2) Mjxx tij tijf • 0 , #?■—i <c! x <c Xj , j  —• 1 ,2  , • • •, ti j

#o =  0 , xn -+ oo , — oo <  t <  +  oo ,

(5.3) oc ux (0 , £) -j~ $ulx  (0 , t) = ,  y  sen co £ , —  oo <  £ <  +  oo ,

(5.4) lim xifffi (#, £) ;—- 0 , — oo <C t <c oo ,
x->- + o o

(5.5) Uj (Xj , t) =  uj+1 (xj 9 t) , — oo <  t <  +  oo ,

(5.6) kj Ujx (Xj , £) * (#7, £) , — oo <C t <c -{- oo ,

dove #,• ( /  — 1 ,2  , • • •, w — 1) rappresenta la /-esima superficie interna di sepa- 
razione e kj ed 1 ja} sono rispettivamente la conducibilità termica e la diffusità 
del /-m o strato.

Usiamo soluzioni elementari delPequazione (5.2) del tipo

(5.7) u, (x , t) (Ai e"'** +  B, e'**) ei(ùt

dove Aj e Bj sono costanti complesse, i è P unità immaginaria e S j ~ v j ( ì  -f- z), 
Vj: ; Uj y co/2 ? J • 1 » 2 , • • •, zz.

Imponendo le condizioni (5.5), (5.6) alle (5.7) si trovano per le costanti 
Aj , B j le seguenti espressioni

=  ^ " y+l,’ Aw  +  B;+1,

B, =  1 ~ [Xj- «~(V+V+i)*y ^ 4 . i + Ü L  e-<s„ -V+i>*/ bì+1,

con th =  K lSj^lkjSj , j  =  1 ,2  ,• • •, jj — 1.

9. — RENDICONTI 1982, vol. LXXIII, fase. 5.
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Per la (5.4) B„ =  0 ed è possibile esprimere facilmente in funzione di An tutte 
le altre costanti; infine la condizione (5.3) permette il calcolo di A*.

Nel caso di contatto termico non perfetto la (5.5) viene sostituita dalla 

k j  t i jx (Xj  , t )  =  p̂  [ u j  ( Xj  , t )  Uj+1 ( Xj  y t ) \  y =  1 , 2  j • • •, n  — 1)

con pj costanti e le espressioni di A,- e diventano:

A __ P-7 k j  Sj +  (pj k j  Sj)  k

2 p* kj Sj
'j+l_Sj+l  C( s j - s i+1)x; ^

I Pj kj Sj (pj kj Sj) kj+1 sj+1
2 Pj kj $j

__ pj kj Sj (pj -|- kj Sj) kj+1 Sj+1 
2 pj kj Sj

I Pj kj Sj +  (Pjf 4~ kj Sj) kj+1 Sj+1
2 pj kj Sj

e(*j+*j+i)*j b ì+1 ,

e-(Sj + Sj+1)Xj

c n j+l  >

/ = i  , 2 , • • • , » — ì .

6. Calcolo delle soluzioni periodiche

Il metodo esposto si estende al caso di condizioni al contorno del tipo

a% ( 0 , f ) +  ß%* ( 0 , 0  === (j> (0

con (j> (t ) periodica.

Teorema 6.1. Sia (j> (0 periodica e tale che la sua serie di Fourier converga 
uniformemente e sia <j>N la somma parziale N-esima di tale serie. Allora la succes
sione {% , z/̂ } delle soluzioni di P (— co , +  oo) col dato ( 0 , 0  =  <[>n  (0 conver
ga uniformemente alla soluzione {ux, z/2).

Limitandosi per semplicità al caso ß == 0, la dimostrazione è una immediata 
conseguenza del principio di massimo di cui all’Osservazione 4.1.
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