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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

S edu ta  del 24 aprile 1982 

P resiede il P residen te  della  Classe  G iu s e p p e  M o n t a l e n t i

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofìsica)

Analisi m atem atica. —  Convergenza per Vequazione degli integrali 
primi associata al problema del rimbalzo <*>. Nota di M ichele Car- 
riero, Antonio Leaci e Eduardo Pascali, presentata (**> dal Cor- 
risp. E. D e G iorgi.

Summary. — In this paper we present a few results on convergence for the prime 
integrals equations connected with the bounce problem. This approach allows both 
to prove uniqueness for the one-dimensional bounce problem for almost all permissible 
Cauchy data (see also [6]) and to deepen previous results (see [3], [5], [7]).

1. Vari autori (vedi [3], [5], [6], [7]) hanno studiato ! limiti delle soluzioni 
dei problemi

. ( & (*) +  (* (*)) = / ( * )  in 1° » To]\rh/ \
{ x(0) =  xo , * ( 0 ) = p o ,

dove f e  L1 ([0 , T 0] ) , x0 <  0 , p 0 e R oppure #0 =  0 , po <  0 (condizioni ini­
ziali ammissibili) e (^)^  è una successione di funzioni verificante

. ( =  0 per £ <  0
(1) ^ e C ° ( R )  ,

( >  0 per % >  0 ,

(*). Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. 
(##) Nella seduta del 24 aprile 1982.

14. — RENDICONTI 1982, vol. LXXII, fase. 4.
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(2) lim <!*(!;)= +  oo uniformemente sui compatti di ]0 , +  oo[,
h —>~oo

(3) lim - = , +  00 .

o

Osservato che i problemi del secondo ordine ( ^ )  si possono trasformare 
nel sistema del primo ordine

; *  (* )= £ (« )

K )  P (t) = f  (t) -  <h (* (*)) in [0 , T„]

x (0) =  x0 , p  (0) =  p0 ,

in questa nota ci proponiamo di esporre alcuni risultati che riguardano i limiti 
delle soluzioni delle equazioni degli integrali primi associate ai problemi ( ^ ) :

+  ~ 0 ,

con f e  L°° (R) e verificante le (1), (2) e, in luogo della (3), la condizione 

(3)' <\>h e Lip (R) H L°° (R) per ogni h ,

ove Lip (R) è F insieme delle funzioni uniformemente lipschitziane in R.
Il risultato principale è il

Teorema 1. Sia u0 e L 1 (R2) n  L°° m ,  nulla per x >  0 ; sia f é  L ~(R ) 
e (JJ*);, verificante (1), (2) e (3Y; per ogni h esiste un'unica soluzione 
uh e L i ([0 , T 0] x  R 2) O L°° ([0 , T 0] x  R 2), di

! W  + p W  +  (*)) —  ■= 0 in [ O .T j x R *

I u{0 , x , p ) ~ u 0(x ,p ) .

Inoltre
{%) esiste Uqq e L 1 ([0 , T 0] x  R 2) O L°° ([0 , T 0] x  R 2) tale che un -> Uoo 

in L 1 ([0 , T 0] X R 2) >

(ii) per quasi ogni t e [0 , T 0] risulta uh ( t , •, • ) —>• u^ ( t , •, • ) in L 1 (R2).

È possibile caratterizzare la funzione u^ nel modo seguente:

Uoo ( t , x , p) =  0 per x >  0 ,

Uqo ( t , x yp)y per x <  0, è V unica soluzione in L 1 ([0 , T 0] X R 2) O 
H L°° ([0 , T 0] x  R 2)
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di
dU , du , , ,  \ du n

u (0 , X , p) =  u0 (x , p) 

u (t  ,0  ,p) =  u (t  ,0  y— P) .

O sse r v a z io n e  1. Le soluzioni considerate nel Teorema 1 vanno intese nel 
senso indicato al n. 2 di questo lavoro.

Principale conseguenza del precedente risultato è il

T e o r e m a  2. Nelle ipotesi del Teorema 1, per quasi ogni (x0>Po)e 
e ]— oo , 0] X R, la successione (xh)h delle soluzioni dei problemi (é?à) converge 
uniformemente ad una funzione x verificante le condizioni seguenti:

(a) t -> x (t) è lipschitziana, non positiva e si annulla in un numero finito 
m =  m(x0y Pq) di punti tx {x0 >Po) , * * • > tm {x0 , p0);

(b) in ogni intervallo aperto sé di R, tale che per ogni jtj<$ s é yx(t )  è 
lipschitziana e risulta x ( t ) = f  (t) per quasi ogni t ;

((c) per ogni t$ ( /  =  1 , • • •, m) lim x  (t) =  —► lim x  (t).

Volendo confrontare questi risultati con quelli di [3], [5] e [6], notiamo che, 
per quanto riguarda le ipotesi, vengono aggiunte le condizioni che le ^h siano 
limitate e lipschitziane per ogni h e che f e  L°° (R), e viene tolta la condizione (3). 
Per quanto riguarda la tesi ricordiamo che nella nota [5] era stabilita la conver­
genza uniforme solo per opportune sottosuccessioni della successione (x }̂h. 
La convergenza dell’intera successione (xh)h era stabilita per quei dati per cui 
esiste una x (t) verificante le (a), (b) e (c). In [3], [6] e [7] venivano date proprietà 
di densità e di genericità per le soluzioni verificanti (a)y (b) e (c), senza però 
provare che è nulla la misura secondo Lebesgue dell’insieme dei dati iniziali 
ammissibili per cui non esiste una funzione x (t) verificante (a)y (b)y (c)y come 
invece è possibile in base al Teorema 2.

2. Per precisare l’enunciato dei Teoremi 1 e 2, dobbiamo dare alcune 
generalizzazioni dei problemi considerati in [10].

Sia ( t , x) =  ( t , x1 , • • •, xn) il generico punto di Rn+1 e sia la misura 
di Lebesgue su Rn+1. Per un insieme E di perimetro finito indichiamo con J 27"* 
E la frontiera ridotta secondo De Giorgi (vedi [9]) e con v =  (yty ,• • -, vn) 
il versore della normale ad E diretto verso l’interno di E, definito
come in [9].

Consideriamo l’equazione

@u =  séu +  b u \ ~  ~  -f  2  di (t , x) - \ - b u ~ c
%=l X̂<ì

(4)
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con at =  a, (f , #) e L°° (R « « ), b e L°° (RM+1) , e e Lfoc (R"+i). Ammettiamo inol- 
tre che le ai ( t , x) siano uniformemente lipschitziane in x, cioè che esista 
k <  +  00 tale che Per quasi ogni i e R  e per ogni x , y  e Rw risulti 
I «i (*, X) — «i ( f , y) | <  * 1X — y  I.

n
Poniamo A =  (1 , ax, • • •, an) e (A , v) =  v* +  æ* v$; possiamo allora

«=ì
definire due sottoinsiemi di E nel modo seguente

E =  {(£, x) e E | (A ( t , æ) , v ( t , *)) >  0} ,

E =  {(£, #) e E | (A ( t , x) , v ( t , *)) <  0}

e sui sottoinsiemi S di 3F* E considerare lo spazio L Ì  (E) delle funzioni g 
misurabili rispetto alla misura ^-dimensionale di Hausdorff J^n (vedi ad esem­
pio [9]) tali che

(5) J l s l  | (A,v}|dJr»< +  oo.
2

Ricordiamo ora che se L ha perimetro finito e O è un aperto limitato pure di 
perimetro finito, si ha (vedi [9])

(6) û n ^ * L = û n ^ * ( L n û )  , û n # î L  =  û n ^ ( L n û ) .

La (6) permette di dare la seguente definizione:

E si dice di perimetro localmente finito se e solo se E O  £1 ha perimetro finito 
per ogni Q aperto limitato e di perimetro finito.

Nel caso di un insieme E di perimetro localmente finito E e E 
possono essere definite tramite le

(6)' û n ^ E = û n # ^ ( E n  Q) , û n # ï E = û n # ’î ( E n û ) .

Per E insieme di perimetro localmente finito e 2  ç; J 5"* E si definisce 
lo spazio L Ì  (E) tramite la (5); con L Ì >l0C (E) indicheremo lo spazio 
delle funzioni ge^-m isurabili tali che, per ogni O aperto limitato risulta

oo. Sia allora E un insieme di perimetro localmente
QOS
finito e sia L ioc (E).

Diremo che u è soluzione generalizzata della (4) in E se esiste una funzione 
u G La ,1oc (jr*  e )  tale che per ogni cj> e Lip (Rw+1) a supporto compatto si 
abbia

[u (js/* (j> — 6cj>) +  aJ>] dJ£n+1 +  j  u* (A , v) =  0 ,
E E

dove =  Ì Ì _  +  y ; J L  (a . <j>).
Y m . i x i v * f!
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Data una soluzione generalizzata di (4), una w* che Verifica la (7) sarà 
detta traccia di u su E (relativa alPoperatore s/); poiché J 5'* E ha misura 
di Lebesgue nulla, se m è soluzione generalizzata della (4), possiamo ricon­
durci al caso

(8) u* =  u
F*E

con una opportuna scelta del rappresentante di u. Notiamo che se u ha un rap­
presentante continuo in E, questo verifica senz’altro la (8). Ammessa la (8) 
possiamo considerare il problema seguente:

(I) Assegnata w e L a j1oc ( ^ a  E) trovare u e Ljoc (E) soluzione generaliz­
zata della (4) verificante la condizione —  w.

O sse r v a z io n e  2. Se E è limitato e di perimetro finito il problema (I) si 
riduce al problema (I) di [10], Per il problema (I) di [10] (vedi Teorema 7) vale 
un teorema di esistenza ed unicità delle soluzioni ed inoltre esiste una trasforma­
zione invertibile T E)A : E -> E tale che, se nella (4) è b =  c=* 0, si ha
u . =  u _ ° T e a •

F j E  F  EA A

Siano ora E x , E 2 due insiemi di perimetro localmente finito; considerato il 
sistema

(9) : ^ ò  uj  +  ^ j) Uj : ------r - -  +  2  ^vt 1 ( t . x ) p -  +  ba’ «, =  c<»dXi

per y =  1 , 2.

poniamo

!
e sia

^ . E ^ F t u S t  , ^ . F ^ F J  US7,

con

F/ n sf =  0 , Fj n S7 =  0 j =  1 ,2 .

Siano inoltre

Ti2 * Si —* S f  , : S2 —> S f

trasformazioni invertibili; a[j) e L,°° (Efi e uniformemente lipschitziane in x 
per q.o. t,

b(i) e L°° (Ej) , c(j) e L L  (Ej)
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Possiamo allora formulare il problema generale di trasmissione:

(II) Assegnate Wj e L^.jloc (F /)  trovare Uj e L}oc (E^) per j —  1 ,2  solu­
zioni generalizzate delle (9) verificanti le condizioni

(10) per j  =  1 ,2

a i ) con j ^ i e {  1 , 2} .

Notiamo che nei problemi (I), (II) considerati in questo numero rientrano 
come casi particolari i problemi considerati in [10]; in tale lavoro erano dati dei 
teoremi di esistenza ed unicità delle soluzioni che in generale non si estendono 
automaticamente al caso di insiemi illimitati ; in questo caso teoremi di esistenza 
e di unicità debbono pertanto essere stabiliti, volta per volta, sotto ulteriori 
opportune ipotesi.

3. La dimostrazione dei Teoremi 1 e 2 si basa su un risultato di carattere 
generale che ora enunciamo e che sostanzialmente mostra che il limite di una 
successione di problemi al contorno del tipo (I) può essere un problema di tra­
smissione del tipo (II).

Consideriamo due insiemi Ex , E 2 ç  Rn+1, limitati e di perimetro finito, 
con Ex n  E 2 =  0  e 3tfn Ei D E 2) 7  ̂0. Sia data una successione di 
operatori

*» =  ^ *  +  * : = 4 + S a?, ( < . * ) ^ -  +  6 A =  l , 2 , . . . ,et i=i dXi

con af* ==: af* ( t , x) equilimitate in Rw+1 ed uniformemente lipschitziane in 
x e Rn per quasi ogni t e R ; b — b ( t , x ) e  L°° (Rw+1) con supporto di b conte­
nuto in E j. Supporremo

(12) af) =  af) in E x , per ogni i ed h ,

e porremo A h —  (1 , af\-  • - , â fi) per ogni h. Tenendo conto di (12) e del fatto 
che la frontiera ridotta è contenuta nella frontiera (vedi [9]), possiamo porre:

F i+ : =  & Ì X E A  E 2 =  & t k Ex\  E 2,

F f  : =  E x\  ^  E 2 =  E i \  E 2 pei ogni A,

F =  ^ A h E 2\  Ex , F2,h' =  & l k Ea\  Ej per ogni h,

s 1+ =  s 2-  =  ^ 1E1 n  ^ e 2 =  ^ ï 1e 2 n  E1 =  ^ E 2 n

per ogni A,

sr  =  s 2+ =  E jn  e 2- - - - - e 2 n / E 1 =  & tk e 2n  e x
per ogni h.
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Sia infine T  : S^ —> S f una trasformazione biunivoca che muta insiemi di 
Borei in insiemi di Borei. Sussiste allora il seguente

Lemma. Se al variare di t , x e h risulta uniformemente limitata la diver- 
genza

(13) i  dd
,<A>

1 dXi

se per ogni insieme di Borei I di S f si ha

(14) l i m ^ [ T E 2,A ,(I)A T (I)] =  0 ,
h-+ 00

allora per ogni

w0eL°° (F^) è per ogni Qh e L°° (F ^ ) , tale che la successione (Qh)h è 
limitata in L°°, considerata Vunica soluzione generalizzata uh e L°° (Ex U E 2) 
del problema

in E x U E,

dove c e L°° (Ex U E 2) e supp c ^  E i

si ha:

uh converge in L1 (Ej) alVunica soluzione w di classe L°° (E^ del

problema di trasmissione

I <%1w =  c in Ej

w 7 + = U 0

w : w • T " 1.

La dimostrazione del Teorema 1 è fondata su un opportuno adattamento 
di questo Lemma al caso in cui

=  — - s f + P - ^ r  +  ( / — +» (x))~§p (A ^ 2) ,

C== 0 ;  Aft =  (i , p , f { t )  —  +*(*)) (h >  2 ), Ax =  (1 , p  , f ( t ))  ,

E1 =  { ( t , x , p ) e R a \ 0 < t < T 0, x i +  ^ < l , x < 0 } ,

E 2 =  {(*, x , p ) e R s | 0 <  t <  T 0 , x2 +  p2 <  l ,  x > 0}
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(con I costante arbitraria positiva),

T ( t , 0 , * )  =  ( i , 0 , — p) , u0 e L 1 (R2) n  L00 (R2) ,

| u0 x <  0 , t —  0 ,

\ 0 altrimenti,

0  ̂=  0, e passando poi 
al limite per l —* -j- oo.

Per passare dal Teorema 1 al Teorema 2, basta osservare che per i risul­
tati di [10], l’unione delle curve caratteristiche ( t , x (t) , p (t)) soddisfacenti 
le condizioni % (£) — p (t) ,p  (t) = f ( t )  , x (t) = p  (t) =  0 per qualche t ,  ha 
intersezione di misura nulla con ogni piano t =  costante.
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