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Analisi matematica. — Sulle soluzioni di equazioni alle derivate 
parziali del primo ordine in insiemi di perimetro finito. Nota di Antonio 
L eaci, presentata dal Corrisp. E. D e G iorgi.

Summary. — In this paper we study boundary value problems for first order par
tial differential equations on sets of finite perimeter in the sense of De Giorgi (see [7]). 
We also study a new type of boundary value problems which has been suggested by 
issues about the bounce problem.

1. Introduzione

In questo lavoro studiamo le funzioni u che risolvono l’equazione
n

(*) Dt M +  2  a% u +  bu =  c
1 =  1

in un insieme E c  Rw+1 ed assumono valori assegnati su una parte opportuna 
della frontiera di E.

I risultati ottenuti generalizzano in due direzioni alcuni dei risultati sta
biliti da Bardos in [2]. Da una parte si considerano insiemi E di perimetro finito 
(con la definizione introdotta da E. De Giorgi in [7]) invece che aperti con fron
tiera regolare, dall’altra si considera un secondo tipo di problemi al contorno, 
diverso da quelli considerati da Bardos e da altri autori (vedi ad es. [Il], [13], [14]).

Prima di enunciare i principali risultati fissiamo alcune notazioni. Sia ( t , x) — 
=  ( t , x 1 , - - - , x n) il generico punto di Rw+1 e sia la misura di Lebesgue 
su Rn+1. Per un insieme E di perimetro finito indichiamo con E la frontiera 
ridotta secondo De Giorgi (vedi [8]) e con v =  (vt , v , , . .  - , vw) il versore della 
normale ad E diretto verso l’interno di E, definito come in [9], Assegnati i 
coefficienti ai dell’ equazione (#) poniamo A =  (1 , ax, • • •, an) e (A , v) =

=  vt +  ai v* • Possiamo allora definire due sottoinsiemi di Jf* e  nel modo
i= 1

seguente
•^1 E =  {(<, x) e SF* E I (A ( t , x ) , v ( t , *)) >  0}

E == { ( I , *) e E ! ,(A ( t , *) , v ( t , x)) <  0}

e sui sottoinsiemi £  di .W* E considerare lo spazio (£) delle funzioni 0 misu- 
rabili rispetto alla misura n-dimensionale di Hausforff (per ja definizione 
vedi ad es. [9], [10]) tali che

0 I | (A,v)|  à J f * <  oo.

(#) Nella seduta del 21 novembre 1981.



56 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Vol. LXXI -  novembre 1981

I problemi presi in considerazione sono dei seguenti tipi: 

(I) per 0G L Ì ^ a  E) assegnata, trovare u soluzione di
t n
l D* u +  ^  di Dx. u +  bu =  c

(II) se 2 + e D_ sono sottoinsiemi boreliani rispettivamente di E e E 
T : 2_— è una trasformazione invertibile, per ogni 0 e L ° ° (^ 'a E \S +) 
trovare u soluzione di

n
u +  2  ai D*,M +  bu =  c

i — 0

E \S =  0 oT"1.
s_

Osservazione 1. La classe degli insiemi di perimetro finito, oltre ad essere 
più generale delle classi considerate in [2], ha la proprietà di essere stabile per 
unione e intersezione che è assai utile nelle applicazioni.

Osservazione 2. Il problema (II) è collegato allo studio del problema del 
rimbalzo, recentemente affrontato da vari autori (vedi [1], [3], [4], [5], [6], [15]), 
e la sua considerazione permette un notevole approfondimento di alcuni dei 
risultati contenuti in tali lavori.

Osservazione 3. Sui coefficienti ai (t , x) facciamo un’ipotesi di limitatezza, 
misurabilità in t e lipschitzianità in x; ciò comporta la necessità di definire oppor
tunamente le soluzioni « deboli » dei problemi (I), (II), la cui esistenza e unicità 
è stabilita nei teoremi 7 e 9.

2. I l  Problema (I)

Sia A =  (1 , a1 , • • - , an) un campo di vettori reale su Rn+1. Sulle funzioni 
ai facciamo la seguente ipotesi:

(Hj) a{ e L°°(RW+1) ed esiste K < +  oo tale che per quasi ogni t e  R risulta 

I.«<(*> *) — I <  K I x — y  I per ogni x , y e  Rn.

Per ogni funzione  ̂e Lip (Rw+1) possiamo allora considerare gli operatori

- A<jj =  +  2  a% EW +t=i

A** =  D( <|» +  S  D*. fa +)1
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È possibile dimostrare, utilizzando risultati di [7] [8] [9] [12], la seguente 
proposizione.

Proposizione 4. Se E è un insieme limitato di perimetro finito in Rn+* e se 
il campo A verifica V ipotesi (Hi) allora (A , v) e L00̂ *  E) e per ogni  ̂e Lip (R^+i) 
vale

A#  ̂d ^ n+1 :  ̂ (A , v)
E E

Per il problema (I) con b e  L°°(E), c e  L1 (E) e 0e  E) possiamo
dunque porre, sempre nelle ipotesi della proposizione 4, la seguente definizione.

D efinizione 5. Diremo che u e  L^E) è soluzione generalizzata del problema 
(I) se esiste E) tale che per ogni <J;€ Lip (Rn+1) si abbia

( I * )  J[m(A*<Jj —  èt]/) +  d ^ « +1 +  J  6 <|) (A , V ) d * *  +  J l t y  (A , v )d J f*  =  0 ,

Per dimostrare un teorema di esistenza e unicità della soluzione u e alcune 
sue proprietà si utilizza il seguente teorema di approssimazione.

T eorema 6. Sia E un insieme limitato di perimetro finito in Rn+1 e le ai fun
zioni che verificano Vipotesi (Hj). Per ogni b e  L°°(E), c e  L1(E) e d e  LÌ(J^aE)  
esiste una successione di funzioni lipschitziane su Rn+1 tali che:

(i)

(*0
(in)

converge in L1 (E) ;

A^/j +  b^h converge a c in L1(E);

Jìr+E converge a 6 in L a(#1  E) e E converge in lA (^ IE ) .

Poiché l’insieme E in considerazione è limitato, possiamo supporre 
E c  [0 , T0] X Rn. Dal teorema 6 si ottiene allora il seguente risultato.

T eorema 7. Nelle ipotesi del teorema 6 esiste unica u e  L1(E) soluzione del 
problema (I*) e vale la maggiorazione

IMU„+IIUl c  2 ni ë I

Per precisare il comportamento delle soluzioni di (I#) sulle linee caratte
ristiche, associamo ad ogni £ e Rn la soluzione ŷ  : R -> Rn del sistema carat
teristico relativo all’equazione (#):

à y jd t  =  ai (y , t) , y (0) =  Ç (/ =  1 , 2 , • • •, r i) .
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Indicato con Pinsieme dei punti di Rn+1 di densità 1 rispetto ad E, per quasi 
ogni ^6 Rn si trova che:

(1) Pinsieme Ê  =  { t e R | ( t , (t)) e E-J (eventualmente vuoto) è unio
ne di intervalli aperti (t^«.^!;) ,t 2ä(£)) con h =  1,2, • • •, p(Q  <  -f oo ; 

(2) ( t2M (Ç), Yt (^2h—i m  e E ; ( t ,* (Ç), Ys ( t , * (Ç))) e E .

Se si considera una soluzione u del problema (I#) possiamo trovare una ü 
che differisce da u al più in un insieme di misura «S?n+1 nulla tale che, per q.o. 
Ç g Rn ü ( t , Yç (£)) sia assolutamente continua su Ê  e si abbia

Per il problema (II) con b e c appartenenti a L°°(E) e 0 g E \ S +)
poniamo la seguente definizione.

D efinizione 8. Diremo che u e  L°°(E) è soluzione generalizzata del pro
blema (II) se esiste una funzione boreliana ÇgL°°(S+ UJ^Ä E) tale che per ogni 

e  Lip (Rw+1)

Sulla trasformazione T facciamo la seguente ipotesi:

(H2) T : S _ - * S + è invertibile, boreliana insieme con la sua inversa ed inoltre : 

(a) posto T ( t , x) =  ( t\  x'), si ha f  >  t;

(ib) esiste cr : R ^f^-misurabile con 0 <  a ( t , #) <  em(t' l) Jf^-q.o.
su X_ (dove m >  0 e f  è come in (a)) tale che per ogni e Lip (Rw+1) si ha

È possibile allora dimostrare il seguente teorema.

T eorema 9. Sia E un insieme limitato di perimetro finito in Rn+1 e supponiamo 
che valgano le ipotesi (Hx) e (H2). Allora, per ogni b, £gL°°(E) e 0 gLto( ^ a E \ E +) 
esiste unica u e  L°°(E) soluzione del problema (II#) e vale

I d/dt û { t , Yç (*)) +  b ( t , yz (t)) ü { t , Yç (<)) =  c( t ,  (t))

j lim ü ( t , yç (t)) =  6 (t2h-i (5) , Ï5 1 (?))) •

2. I l  Problema (II)

J[u  (A*  ̂— HO +  c$\ d ^ r +1 + f e < M A , v) dJf*1 + f f y ( a ,  v) d J f* =  0

Il «Ileo+ 11 Cllo0<2(||e||00 + ||c|UT)e»6»~T
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