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v

Fisica matematica. — Sw/la propagazione in un dielettrico non
lineare assorbente ™. Nota ¢ di Giovanna Boscur PeTTINI, pre-
sentata dal Socio D. GRAFFI. '

SUMMARY. — An approximate method of integration for some differential equations
in non-linear optics developed by Graffi has been here extended to the propagation in an
absorbing non linear medium.

Circa vent’anni fa sono stati scoperti alcuni interessanti fenomeni ottici
che si possono spiegare, sia pure in forma molto schematica, solo ammettendo
non lineari le equazioni costitutive dell’elettromagnetismo, per esempio am-
mettendo il vettore spostamento funzione non lineare del vettore campo elet-
trico. E sorto cosi un nuovo capitolo della fisica denominato ottica non lineare.

La letteratura sull’ottica non lineare (o pil in generale sulla propagazione
in un dielettrico non lineare) € ormai assai vasta; ci limiteremo percid a citare,
fra i trattati dedicati a tale argomento, solo quello di N. Bloembergen [1].

Le memorie originali di carattére prevalentemente teorico si possono sud-
dividere in due gruppi (anche se, naturalmente, una tale suddivisione non &
sempre facile da eseguire). Nel primo, quelle dedicate a questioni matematiche
generali sulle equazioni non lineari alle derivate parziali che si incontrano
nell’ottica non lineare, nel secondo quelle relative all’applicazione di metodi
approssimati per risolvere le predette equazioni e la loro discussione fisica.

Nel primo gruppo emergono le memorie di L. Cesari [2], [3], [4], [5],
[6] e sono inoltre notevoli alcune di P. Bassanini [7], [8], [9], [10], [r1],
[12]. Nel secondo gruppo citerd G. Pettini [13], P. Bassanini [14], [15], L.
Cesari' [16], D. Graffi [17]. Gran parte di questi lavori sono corredati da una
ampia bibliografia. In particolare D. Graffi [17], ispirandosi ai metodi asin-
totici degli autori russi [18], ha proposto un metodo approssimato per l'inte-
grazione di alcune equazioni dell’ottica non lineare valide per onde piane
periodiche che si propagano in un semispazio. Perd nello sviluppo del metodo,
ha per semplicita trascurato la conduttivitd del mezzo nel calcolo degli armo-
nici di ordine superiore. ‘

In questa Nota intendo riprendere il metodo del Graffi tenendo conto
della conduttivita y del mezzo che perd si supporra, come accade nelle appli-
cazioni all’ottica non lineare, molto piccola; la suddetta questione non mi
sembra sviluppata nei lavori che ho avuto occasione di consultare. I risultati
ottenuti sono, in sostanza, i seguenti.

(*) Ricerca svolta nell’ambito dell’attivita del G.N.F.M. del C.N.R.
¥*) Pervenuta all’Accademia il 31 ottobre 1980.
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I1 campo dell’onda che si propaga nel mezzo non lineare ha sensibilmente
la stessa espressione del caso in cui & y = 0, perd compare un fattore di smor-
T V b

zamento, espresso da exp (—9z),8= - che quindi & lo stesso sia

per l'onda principale che per tutti gli armonici. L’onda riflessa & sensibilmente
la stessa che si ha nel caso y = o.

I risultati sono intuitivi perd, per raggiungerli, sono necessarie consi-
derazioni non immediate per le semplificazioni ammissibili nelle formule
generali.

Infine, nell’ultimo paragrafo, ho esposto alcune precisazioni del metodo
di Graffi che ritengo non prive di interesse.

1. Consideriamo le equazioni di Maxwell per un’onda periodica e piana
che si propaga in uno strato dielettrico non lineare, nella direzione dell’asse-z
di un sistema ortogonale o, x, v, 2, normale ai piani che limitano lo strato.

In base ad opportune ipotesi, in [17] (§ 6,2 formule (2. 3) (2.4)) si & trovato,
per le predette equazioni, l'espressione:

oH aD JE °oH
(1.1) Y = T + v (1.2) — 5 = b
dove E,D sono rispettivamente le uniche componenti luhgo lasse x del
campo elettrico e del vettore spostamento, H I'unica componente lungo Passe
v del campo magnetico, D & funzione non lineare di E, v & la conduttivity
del mezzo. Eliminando H fra (1.1) e (1.2), si ottiene:.

'c)zE 2D + JE
2 PeE T

(1.3)

Alle (1.1) e (1.2) occorre associare le condizioni sui piani che limitano
lo strato, COI‘ldlZlOI‘ll dovute a L. Cesari [3]. -

Poiche supporremo (come in [17]) infinito lo spessore dello strato, cio¢
il mezzo non hneare occupa il semispazio che, con opportuna scelta dell’ori-
gine, coincide con i punti dove & z > o ed & percid limitato dal piano z = o,
basterd stabilire le condizioni suddette su questo piano.

Supponiamo che nel semispazio z < 0 esista una sorgente di onde elet-
tromagnetiche piane che si propagano nel verso positivo dell’asse 2, con com-
ponenti non nulle del campo elettrico E; (¢, #) e del campo magnetico H; (¢, t)
rispettivamente lungo l'asse x e lungo 'asse y.

Supponiamo inoltre che il mezzo per z < o sia l'aria o il vuoto, sicche
per z < o sia y = 0, la costante dielettrica sia ¢, e la permeabiliti sia ancora p.
Allora, se E(z,#),H (z,#) sono le compdnenti del campo per z > 0 (che
abbiamo gia indicato con E, H) e E, (2, ), H,(z,2) i campl dell’onda riflessa,
per le condizioni di continuitd sul piano z = o si ha:

(1.4) / Ei(ort)‘l‘Er(O»t):E(o’l);
(1.5) " H;(0,H+H,(0,H)=H(,?.
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Ora, poiché per z << 0 valgono le relazioni ben note:

H;(z,0) = ‘/iEi(Z:l‘) . H,(z,H)=—|/22E,(, 2
e -
dalle (1.4), (1.5), eliminando il campo riflesso, si ottiene la condizione valida
sul piano & = 0:

(1.6) V% E(o,#)+H(o,?) = V% Ei(o,t)JrHi(o,t):zV% E;(0,?)

in cui si suppone noto E; (0, ?).
Come si & detto, D & una funzione non lineare di E; supporremo perd
debole la non linearitad cio¢ scriveremo:

(1.7) D (E) = ¢E + nF (E)

dove & € una costante (costante dielettrica del mezzo per piccoli valori di E),
F (E) indica una funzione non lineare di E ed v ¢ un numero positivo molto
piccolo onde siano lecite alcune approssimazioni di cui diremo -in seguito,
in particolare trascurabili i termini in O (9?).

Ammettiamo anche la conduttivitd y dell'ordine di v per z > o, cio¢
scriviamo:

(1.8) Y=
La (1.3) diventa allora:

2 E . FE 2 F (E) E
0 | Vo e o e ot

(1.9)

Ora ammettiamo che E; e H; siano funzioni sinusoidali del tempo di
pulsazione o (e quindi di periodo T = 2 ©/w) e che E sia una funzione perio-
dica del tempo di periodo T. Allora, col procedimento indicato in [17] (§ 6,5),
per risolvere approssimativamente .la (1.9) poniamo:

(1.10) E=A(E)" 19 3C e e

con (a, ¢ reali):
(1.11) S=w@—Yers) ; A@)=a(@)e?.

. . . . . ’ - - . .
Le C, sono numeri complessi funzioni di z, 2 significa sommatoria rispetto
n

all’indice 7, escluso #z = 1 che & stato messo in evidenza nel primo termine a

secondo membro di (1.10); infine col simbolo c.c. si indica il complesso coniu-

gato dei termini scritti esplicitamente a secondo membro di un’equazione.
A meno di termini O (9*) risulta ([17], § 6,5, formule (5.19), (5.20)):

PFE)
a2

(1.12)

00
— Nw? E 7 Py D e
)
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con:

(1) he= g [Flacs® + @) 0 a@ o)

e p, ¢ reale ([17] § 6,7 formula 7,1) quindi per (1.10), sostituendo in (1.9),
si ricava con opportune approssimazioni (cfr. [17], § 6, 5) il sistema @
(n=0,2,3,"):

dA w o
(1.14) B e 2V E Ao e
- 2
(1.13) 2 don Yeu ciii” — dTZC;"— = pw?n?p, —inop yC, .

Dalle (1.14), (1.135), con opportune condizioni fisiche di cui diremo in
seguito, e tenendo conto della (1.6), si pud ricavare A e C, e quindi E.
Si ha inoltre ([17], § 7 formula (7.9)):

- Ve a1 dA
(I.I6> H—-‘/T),_Ae (,LZQ) d—ze +
B € . I an IS 49)
+ m E (“/? C?’L p‘im 7 —E—) e + C.C.

2. Passiamo ora ad esaminare le soluzioni di (1.14) supponendo, per
‘maggiore generalita, y e p, contemporaneamente diversi da zero (in [17] ci
si limita al caso in cui ¢ 0 ¥ %0 oppure p, # o).

Poiche, per la seconda di (1.11):

dA da 40 , . e do
2.1 —_—= ize” -
(2.1) de dz T dz
{
sostituendo nella (1.14) e uguagliando fra loro le parti reali e le parti imma-
ginarie, si ottiene:

@ __vifE,, do _ o B
S P A AR ik vl (et O
Da (2.2) si ha, se g, ¢ il valore di a per 2 = o
(24) a (g) = a, e—IDVwieyz

Da (2.3), poiche p, ¢ funzione di @ e l'espressione di @ & data da (2.4),
si puo, mediante una quadratura, ricavare ¢ (¢) qualora sia noto il valore
o = ¢ (0)-

(1) In [17] (§ 5, formula (5.22)) si & scritto per errore y; invece di y. All’ultimo para-
grafo giustificheremo meglio la (1.135).

12 — RENDICONTI 1980, vol. LXIX, fasc. 3-4.
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Determiniamo, ora, il valore @, di a(2) per z=o0. A tale scopo ricordiamo
la relazione (1.6) valida sul piano £ =0 che, se il campo incidente & sinusoidale
ed espresso da (€, € un numero assegnato che, senza restrizione, si pud sup-
porre reale):

E;(0,f) =&, + c.c.
si scrive

(2.5) V%E®J%Hﬂm®=2 60 4 e

Tenuto conto di (1.10), (1.11), (1.14) e (1.16) scriveremo pertanto:

(2.6) | V%MMWW+nZ©mMmM%+

E it+eg 1 dA ot
\+Vu>“°e v (dz of T

A !’ /? . I d Cn in(wi+eg) _ Vg Tt
o ‘:"‘ [V?C”@  pion ( dz )o]e =2

Uguagliando i termini in €', tenuto conto di (1.14) calcolata per z=o, dalla
(2.6) si trae: - :

» Wo Pl (O> g
(2.7) [ +V . Vsp. ] + Ve =2 V-;é”o
e quindi:
(2.8) gy = 2 V20 %o e —n (B (92 Je)

Voo +- Ve —i(y/z Ve )

Poiche g, ¢ reale, uguagliando a zero la parte immaginaria del secondo mem-
bro di (2.8) si potrebbe determinare ¢,. Non faremo questo calcolo perche,
per il seguito, non interessa il valore di ¢,.

3. Riprendiamo ora la (1.15). Supporremo, come si fa di solito:
Gon F (E) = «Em™ |
con o costante e » intero maggiore di 1.

Allora, tenuto conto di (2.4), si ha, posto (supponiamo ora 7 > 1):

T

m M ( , .
D=0 22 :0 /cbs”‘ &+ @) e D4 (9 1 g),
(3.2) _ Pn = g—(m/z)vmz Pn

con ovvio significato di p, che risulta indipendente da 2.
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Dalla (1.15) si ha dunque l'equazione:

2 . _ .
(3-3) dd;” — 2 jon Yo —dd(g:—" — o uyC, = — u ¥ n2 e~ MDYVfez D

Cerchiamo anzitutto un integrale particolare della (3.3) ponendo:
(3.4) C, = Ne—mVufez

dove A & una costante da determinare. Si ha subito:

[ V‘wznzpn
(3.5) A= Y = .
e + fown py (m—1)

Cerchiamo ora due integrali particolari indipendenti dell’equazione omo-
genea corrispondente a (3.3). Poniamo:

(3.6) a C, = v
di modo che si ha l'equazione caratteristica:
(3.7) w0 — 2 dwn Yeu u—in opy =0

da cui si trae:

(3.8) u = don Jeu + J—odntep - i opy .

Si ottengono cosl due valori di # e quindi due integrali particolari dell’equa-
zione omogenea. Per studiare meglio il valore di # si ponga:

(3.9 V—w2nlep + nopy =3 +B.
Innalzando a quadrato e ﬁguagliando le ‘parti immaginarie si ha subito:
(3.10) 2 OB = nopy

cioé d ¢ B devono avere lo stesso segno. Noi sceglieremo la radlce di (3.9) in
modo che 3 risulti positivo e tale sard anche f.

Dalla (3.8), tenuto conto della (3.9), avremo allora
Gan) oY FB) 4D 5 e i(on e — )5
Risulta quindi, se K e K’ sono costanti:
(3.12) n =>K' gi(onVeu+8)z ¢ | Keionlew ~P2z p=% L C,, .

Ora, se fosse K’ 7 0, si avrebbe che |C,| — 4+ oo per z — - o (o, per lo
meno, per valori abbastanza grandi di 2, C, crescerebbe con 2) 11 che & assurdo
fisicamente, quindi deve essere K’ =o. °
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Del resto, come si & osservato in [17] (§ 6, 7), il primo termine a secondo
membro di (3.12), moltiplicato per "®+9 rappresenta, poiche B & positivo
(e, come vedremo, grande rispetto a de/dz che & dell’ordine di ), un’onda
che si propaga nel verso negativo dell’asse z, il che si esclude.

La costante K si ricava, poi, con la condizione (1.6) sul piano z = o.
A questo scopo scriviamo tale condizione per P'onda di frequenza s che
stiamo esaminando, cio¢ consideriamo i termini di frequenza zw che compaiono
nella (2.6) con » > 1. Si ha, dopo qualche semplificazione:

. . 1 4G,
. CYSERTEr. -
(3-13) m m o

wiwn dz

dove C,, e dC,/dz vanno calcolati per 2z = 0. Eseguendo i calcoli (ricordando
(3.12)) si ha quindi:

(3.14) (VngV%) (K A8 — o (— 8B o+ don Jop) K+
V_

wion

da cui, ricavando K in funzione di A, si trae:

—on (fey + Yoy +im L)/

€

A

Valendosi delle (1.10) e (1.16), si puo calcolare il campo nel mezzo non
lineare, e il campo riflesso. Perd, per meglio discutere i risultati ottenuti, con-
viene eseguire alcune semplificazioni tenendo conto che, per ipotesi, ¥ & molto
piccolo. '

Calcoliamo, intanto, f e 8 a meno di termini dell’ordine d1 ¥ (o, che &
lo stesso, di %?). Si ha, sviluppando la radice in serie:

8 +iB = V—w?niep + i opy = ion Yep VI — OBy

o?niep

S - m
= don Yeu [I—Z e +O(Y2)] ion Yew —l—%V%—l—O(ﬁ)

pertanto

Gi6)  s=enfw 0w ; 3=T)E 1owm
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e per la (3.15) si ha:

—on (feou + o) +im L]/ £
(3a7) K = ZV"’

— A=
mn(vso—wva)—w}]/%wm

. Yy k
on (feot + ) —¢ L& + 0

Se ora nell'ultima espressione all’ultimo membro di (3.17) sostituiamo
a A il suo valore (espresso dalla (3.5) in cui si trascurano i termini O (y?)),
tenendo conto che Ay & finito per ogni y e che, essendo y molto piccolo
rispetto a Je, e Je, si pud porre y = o al denominatore, otteniamo:

ig]/%m—o

— . po? 7? p, .

(318 K= e T enw i —1)
Y
P (-

Quindi si ha, ricordando il valore di § e di § espresso da (3.16) e tenuto conto
di (3.4) e (3.12):

e 3, —~mdz ]in -8 _
(3.19) Cp=—N"" 4+ 07" — D) e
_ —8z _—(m—1)8 Pn —8z
= A" [e _I]—z(Vﬁ+s)e

Non & inutile cercare di semplificare ulteriormente questa espressione tenendo
conto che y & molto piccolo e limitandoci a valori non troppo grandi di z (che,
del resto, & il caso che a noi interessa). A tale scopo osserviamo che I'ultimo
termine all’ultimo membro di (3.19) ¢ indipendente da y; quanto al primo
esso si pud scrivere, sviluppando in serie I'esponenziale entro parentesi:

(3.20) A% [—(m — 1) 3z + O ()] =
L [—(7:(;22:;%1% V% 240 (.Yz)] —

2

= —-6‘82 [ e Vi:— pnz + O (Y2>:| .
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Dunque, trascurando i termini O (¥?), cioé per y molto piccolo, C, tende al
valore:

che, per y = o (ossia per 8 — 0), coincide col risultato (§ 6,7 formula (7.19))
ricavato in [17].

4. Calcoliamo ora il campo dell’'onda riflessa sul piano z = 0, con una
approssimazione dell’ordine di y2. Poiche per (1.4) risulta:

(4-1) Er(OrO:E(O:t)“Ei(O’Z)’

se ci limitiamo a considerare 'onda riflessa di frequenza »nw, con » > 1 (che
indicheremo con E,),), otteniamo:

(4.2) E,(,5)=E,(0,2)

dove E,, (0, £) ¢ il termine di frequenza 7w di (1.10) calcolato sul piano z = o.
Si ha allora, ricavando C, (o) da (3.19) (senza tener conto delle approssima-
zioni che hanno condotto a (3.21)):

D B8 mnCa (@) O e m g Pa sy oo
(43) | Enm(0,0=1C, () "™ 4 com P o e o
E,,(z,#) si ottiene da (4.3) sostituendo a «?#, ®(#-+ Veuu 2) nell’argomento
dell’esponenziale.

Pertanto, nella nostra approssimazione, 'onda riflessa ¢ la stessa che si
ha nel caso y = o (cfr. [17], § 7, formula (7.21)).

5. Riprendiamo le considerazioni di Graffi ([17], § 5) che hanno con-
dotto all’equazione cui soddisfa C,.

A questo scopo consideriamo la (1.3) e I'espressione (1.10) di E e calco-
liamo esplicitamente 'equazione cui soddisfa il termine di frequenza #ew ciog
il termine C,, ¢""®+®

Si ha, posto =29 + ¢:
dzC, dC, dein® d2 ¢in®

dz?

m% _|__ P __'_ Cn —

‘ a2 =
- ind\ —
(5. ds? (Cp i) dz dz?

dz? dz

r

— de\* . & 5
nZ(——mvgp, +q§—) —in dZ;P]gm«‘)

2 — . —
:'ﬁgins+2in an (—(L)VSH- +%‘§_) P —

—C,

*

) o .
(5.2) > (Cp e = inw C, ein® 5

(Cn é'in;), = — 72 2 C‘n e’ina—‘}
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Pertanto 'equazione:cercata &:

| » e, —
(5.3) a2 +21n (—(o Veu +

dtp) dc,
dz ) ds
’ 2 . 2
— [n2 ((i—i) —20 Jepu i—z) ——’in —d&Z—;P— + z'nmp,y] C,= —po? nszn |

Ora si osservi che, nel caso F (E) = «E™ con » pari, do/dz = o per m-
pari ([17], §6,8 formula (8.6)), quindi la (5.3) si riduce all’equazione (3.3)
che abbiamo preso in esame nelle pagine precedenti. l

Se invece & dg/dz £ 0, poiche per (2.3) ¢ dp/dz =0 (n) e d*p/d2=0 (1),
il coefficiente del termine in dC,/dz nella (5.3) si riduce, per la piccolezza
di de/dz rispetto a  Yep, al valore — 2 s Yep., come nella (3.3).

Quanto al coefficiente di C,, trascurando i termini O (%) e ricordando il
valore di dg/dz, esso si riduce a:

(5-4) — in oy (Y + 22 ﬁl)-

a

Ora, se wp, & trascurabile rispetto a v, si ricade nell’equzione (3.3).

Intendo comunque, in un prossimo lavoro, studiare il caso in cui wp;
sia paragonabile a ¥y.
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