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Meccanica dei continui. — Soluzioni guasi—statiche in visco-
elasticita . Nota di GranrFranco CapPriz, presentata ¢ dal Socio
straniero C. TRUESDELL.

SUMMARY. — The quasi-static solution of a traction problem in the classical linear theory
of viscoelasticity can be thought of as an approximation to the solution of a special problem
in the dynamics of continua with fading memory.

In un recente lavoro [1] G. Fichera ha avanzato alcuni dubbi sulla rile-
vanza concreta della teoria dei corpi a memoria evanescente. Quella critica
rende opportuna una interpretazione del ruolo, in un pilt ampio contesto,
delle soluzioni cosidette quasi-statiche di problemi di viscoelasticita lineare.
Ad una tale interpretazione ¢ dedicata questa nota.

Sia # un corpo continuo, B la regione di R® occupata da # in un suo
piazzamento, 9B la frontiera di B, con normale esterna ». Sia x [ p] la posi-

zione della generica particella di & in B [in un altro generico piazzamento
di #]; sia

= p—x
il vettore spostamento;
H=Vu
il gradiente di spostamento (inteso rispetto al piazzamento B);
F=Vp=11Vu
il gradiente di posizione. Sia infine
F=RU , RR'=1 , U=@FF”

la nota decomposizione in prodotto di F.

Quanto alle proprieta materiali si supporra che # sia a memoria evane-
scente (si veda, ad esempio, [2], Sez. 38—41); precisamente, detto S il tensore
di sforzo di Piola—Kirchhoff, si supporra che valga per # una equazione co-
stitutiva del tipo

0 S()=§ (Fr—s), F@).

(*) Lavoro svolto presso il Dipartimento di Meccanica della Johns Hopkins Univer-
sity di Baltimora, U.S.A., in base ad accordi con la U.S. National Science Foundation.
(**) Nella seduta del 26 giugno 1980.
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Pit esplicitamente, con le notazioni di [2], Sez. 38,
S =ldet F ()| FOTU @)U +
1t F ()| R () § (G* 03 TH) U0,

dove

G*(s,6) =UHUt—5) U () —1.

I funzionali  ed § vanno intesi definiti sopra una classe # di storie di
deformazione (cioe di funzioni F (#—5), o rispettivamente U (# —s), della
variabile non negativa s), classe che appartiene ad un conveniente spazio &
di storie. Per fissare le idee si pud pensare: ad uno spazio &g di Banach di
funzioni A (x) definite per x€ B e con valori in Lin* (0 Sim*) e norma || A (%) ||;
ad un intervallo fissato I = (— 0o, 2] di R per i valori della variabile tempo ¢;
quindi, per ogni ¢ in 1, allo spazio % di funzioni di s (s = 0) con valori in ¥g
e norma

Il F Gl = (fﬁ @UF G, i—9pas)

dove /% (s) & un obliviatore nel senso di Coleman ¢ Noll (si veda, ad esempio,
[2], Sez. 38).

Va- anche inteso: che " contenga almeno un intorno della storia banale
F = 1T (ciod della storia a valore costante 1); che

(o)
' H U@ =o;
§=0
ed irfine che B sia un piazzamento esente da sforzi, nel senso che
$ ;1) =o0.
$=0

Dato lo scopo limitato della nota, non si rendono esplicite precise condi-
zioni di regolaritd su §; si supporrd semplicemente che § sia tale da render
lecite le operazioni che man mano si indicheranno. Del resto restrizioni qualita-
tive su § non sono sufficienti per costruire una buona teoria; il semplice esempio
citato nella memoria di Fichera conferma l'importanza (anche per la dimo-
strazione di teoremi di esistenza ed unicita) di alcune restrizioni quantitative
gid generalmente accettate come conseguenza di considerazioni meccaniche
e termodinamiche.

Si prende in considerazione per semplicita il solo problema di trazione,
per quanto, dato il carattere formale degli sviluppi, non ci si sia difficolta
a considerare problemi alternativi.
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Se po & la densita di # in B, 4 (x,¢) la forza per unitd di massa ed s (v, #)
la trazione superficiale, il bilancio della quantita di moto richiede che

(2) DivS 4 pob=pop, in B,
(3) Sn==¢s, in 9B.

Assegnate che siano & ed s rispettivamente in BXI e 3B X1, interessa
. cercare soluzioni p (x,¢) delle (1), (2), (3), che soddisfano a certe « condizioni
iniziali ». Queste ultime potrebbero richiedere ad esempio che

@ lim p(x,0)=p_w(® , lm plx,6)=v o(x),
t——o0 t——o0

dove p_o,?_o sono funzioni assegnate su B. E pilt tradizionale introdurre
condizioni alternative, avendo d’occhio teoremi di unicita (si veda, ad esem-
pio, [3], Sez. 28 e 40 e, per un recente contributo, [4]); comunque la scelta
¢ inessenziale nel contesto della nota presente, dove prevale la preoccupazione
di stabilire un collegamento con la trattazione di problemi quasi—statici nella
teoria lineare classica della viscoelasticita.

In proposito appare conveniente seguire una procedura analoga a quella
proposta da Signorini nella teoria non lineare dei corpi iperelastici.

Si introduce un parametro & moltiplicativo dei carichi
b=c¢c¢b , s=c¢F%

e ci si pone il problema della esistenza di soluzioni analitiche in e

0
p=x+ Y,
1
con gradiente

i

F=1+ DetH, , Hy= Vi,
1

soluzioni per le quali il tensore degli sforzi ¢ dato dallo sviluppo

O] S(r,t)= 2S¢
dove

Sk(t) = LH,(¢) + E(Hk(t—f» +
©) o o
+ S (H, ¢ — 9N {(HORT.

Nella (6) L & la derivata di § rispetto al valore attuale F(#) di F ed £ &
la derivata di Fréchet di $ rispetto alla storia passata {F (: —s); s > o} di F;
entrambe le derivate si intendono calcolate per F () = 1 e'sulla storia banale
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F (t —s) = 1T. E importante notare che L ed  sono indipendenti dallindice
%, pér quanto riguarda £ si presume di essere nelle condizioni per cui si pud
applicare un noto teorema di rappresentazione con un prodotto- scalare, cid
che consente di scrivere ‘

00

) L H0—9) = [KREHe—5ds

(]

Nel complesso i primi due termini nel membro destro della (6) rappre-
sentano cosi un funzionale di :isposta del tipo di Boltzmann.

&, & un operatore non lineare che coinvolge derivate di ordine superiore
di , ma la cui espressione esplicita qui non interessa; esso va calcolato facendo
uso di funzioni H, con » minore di £ &,, in particolare, & nullo.

Introducendo lo sviluppo (6) nelle (2), (3) si ottiene il sistema di equazioni
lineari

Div(LHk(z‘)+fK(s)Hk(z‘—s)dx)=p0(z'ik—é;:) in B,
; /

(3) oo .
(LHk(z) »%JK(&)Hk(t—s)ds)nzt;:, in B,
0
,é:——_l’z,:z)’...’
dove
B=b ; H=LDive,, k=2,3,;
Po
9) ‘
lﬁf:i 5 t;ce:_gk”’ k:2)3;"'

Pur con ovvie cautele, il complesso di equazioni (8), (9) si pud pensare
come un modello alternativo del sistema originale (1), (2), (3). Ciascuna appros-
simazione (8) richiede la soluzione di- un problema classico di viscoelasticita
lineare.

Val la pena a questo punto aprire una parentesi e ricordare una osser-
vazione pertinente a problemi di iperelasticitd non lineare (si veda [5], Sez.
6-8). Per offrire una spiegazione dei casi di incompatibilitd scoperti da Signo-
rini in quel contesto, conviene cominciare col pensare ad uno speciale problema
di elastodinamica per deformazioni finite: precisamente, assegnati in un pro-
blema di trazione i carichi (proporzionali ad un parametro €), il problema
consiste nel cercare piazzamenti tali che, se si pone & in uno di essi (con velocita
iniziale nulla), ne consegue un moto nel quale il campo delle accelerazioni
¢ di ordine superiore ad uno nel parametro . Ciascun piazzamento con questa
proprieta e rappresentato in prima approssimazione dalla soluzione di un
problema ‘di elastostatica lineare.
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Se la accelerazione risulta di ordine 2 in ¢, si pud chiamare di ordine
il piazzamento trovato; soluzioni statiche per le equazioni non lineari della
iperelasticitd corrispondono a piazzamenti di ordine infinito, e ciascun caso
di piazzamento di ordine finito (maggiore di 1) rappresenta un caso di «in-
compatibilita », nel senso di Signorini, tra la elastostatica lineare e la elasto-
statica per deformazioni finite.

Questa situazione ha una controparte nella teoria classica lineare dei
corpi viscoelastici. Si studiano in quel contesto soluzioni di problemi quasi-
statici; ebbene, tali soluzioni possono essere interpretate come approssimazioni
del primo ordine a funzioni rappresentanti moti di un corpo a memoria eva-
nescente, moti nei quali la accelerazione ¢ di ordine due almeno rispetto ad
un parametro moltiplicativo dei carichi.

Se questa interpretazione ¢ accettata, la assenza o la molteplicita di solu-
zioni in un problema quasi statico non pud essere presa necessariamente come
indice del fallimento dello schema meccanico dei corpi a memoria evanescente
(come la presenza di casi di incompatibilita in iperelasticita non implica il
fallimento di quello schema). Non va escluso che in qualche caso la accele-
razione sia dello stesso ordine dei carichi, qualunque sia la scelta delle condi-
zioni iniziali (4); allora ¢ la impostazione quasi-statica che perde interesse.
E come se (ben pitt grossolanamente) si cercasse una soluzione quasi-statica
di un problema di trazione con carichi non bilanciati. Viceversa pud accadere
che esistano infinite approssimazioni del primo ordine a circostanze iniziali
a partire dalle quali il moto procede con accelerazione di ordine almeno due.

Per spingere oltre la analogia con il procedimento di perturbazione di
Signorini, proponiamoci di cercare condizioni necessarie per lesistenza di
una soluzione quasi-statica di ordine s per il problema (1), (2), (3) cioe per

Iesistenza per £ = 1,2, ,m di soluzioni del sistema
(10) —Div (L H, (&) -+ ’ K@) H,(r—3) ds) = 0o b1 , in B,
§ ,
(11) (LHk(t>+fK(;)Hk(z—s>ds)n=z,§, in 9B.
0

Se si moltiplicano scalarmente ambo i membri della (10) per una qua-
lunque funzione » il cui gradiente V = Vo appartiene a &, si integra su B
e si tiene conto della (11), si ottiene

(12) fvg)-(LHk(f) —I—JK(s)Hk(z‘~—s)ds) :fpoéij v +Jz,’§-y.
B 0 B 3B

Dunque se, come conseguenza ad esempio di certe proprietd di simme-
tria di L e di K, esiste una classe ¥” di funzioni v per le quali il membro sini-
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stro della (12) si annulla, ne conseguono condizioni sui dati

(13) fpoli-v—\—ff—vzo, Yve?,
: 3B

B

e condizioni ausiliarie successive

(14) Jv'ngO, VW |Ved, V=V, wve¥, k=2,3,--,m.

B

Nell’ambito piti classico le (13) hanno il significato di condizioni di equi-
librio: .ad esempio, una qualunque funzione costante su B appartiene ovvia-
mente a ¥7; corrispondentemente la (13) richiede alle forze agenti su # di
avere risultante nullo. Ma va tenuto presente che la (14) per £ = 2 pone essa
stessa delle restrizioni alla approssimazione del primo ordine.

Nella viscoelasticith possono intervenire ulteriori condizioni restrittive.

Infatti, se si integrano ambo i membri della (12) rispetto a #, si ottiene, dopo
alcune ovvie trasformazioni,

fdt(fpobz-y +ft;:-v) -
zfddt(fHk(z> . (LTV(t) +f1t<T (V@49 ds)) —

= fdt(f w0y, (£) - (LTV(t) —!—f:(tT () V(z+ Q dS) n +

— f uy, (£) - Div (LT V() + }_;(T V(45 ds)) :

Dunque se esiste una classe #” di soluzioni » non banali del sistema omo-
geneo
a—t

Div (LTV(t) —l—fKT(s)V(t +5) ds) —o, in B,
(15) .

d
LTV(z)+fKT(s)V(z+s)ds=o, in 2B,
0

V_—_VZ}’ VG%,
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i dati devono ulteriormente soddisfare la condizione

v d
(16) fdl(fpo5'ﬂ+fi'ﬂ)=0» Ve,
B B

—00

e dovranno essere anche verificate le condizioni ausiliarie
. )

(17) sz‘JV«Gk:o, VYWI|V=Vu, ve¥, E=2,3, - -,m.

- B

In conclusione: 1) perche esistano soluzioni del problema quasi—statico
lineare del primo ordine devono essere verificate per i carichi le condizioni
(13), (16); 2) se non esistono soluzioni del problema quasi-statico lineare del
primo ordine, & da presumere che il fenomeno conseguente alla applicazione
dei carichi sia non quasi-statico comunque si scelgano i dati iniziali e che
Papprossimazione del primo ordine per l'accelerazione sia non nulla; 3) se
la soluzione del problema quasi-statico lineare del primo ordine non ¢ unica,
ci si puo porre il problema dell’esistenza di soluzioni quasi-statiche di ordine
superiore ¢ quindi della determinazione univoca della soluzione coll'uso di
condizioni ausiliarie del tipo (14) o (17).
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