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N

SUMMARY. — In this paper we show that all limits of sequences of minimum problems
of the type

min 3[1Du|2—|- [lulz:uz% on BE
are minimum problems of the type ’

min | [ 1Duf+ [1aP+ [ 7,08+ (@)
B

where @, v are positive Radon measures, w e H™1 and f(x, #) is convex and non-increasing
in the variable 2.

In questa nota presentiamo alcuni teoremi relativi ai limiti di successioni
di problemi di minimo di integrali del tipo di Dirichlet con ostacoli variabili.
Tale argomento ¢ stato in questi ultimi anni oggetto di studio da parte di vari
autori (cfr. [1],--+, [9], [18] e [19]), in ipotesi meno generali per quanto
riguarda la successione di ostacoli, anche se piti generali per quanto riguarda
gli integrali da minimizzare.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A,
(**) Nella seduta del 26 giugno 1980.
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Prima di esporre i principali risultati, fissiamo alcune notazioni. Indi-
cheremo con L2, H!,H-',C rispettivamente gli spazi L2(R%), H!(R®),
H-1(R") ,C (R?); per ogni sottinsieme E di R® definiamo la capacita di E
mediante la formula '

cap E = inf ElluhllmzuhGCﬂHl,ZIuh(xHZI ’Ver ,
h=1 h=1

che ci da una capacita esterna del tipo considerato in [16], [17] (precisamente
coincidone gli insiemi di boreliani di capacita nulla).

Diremo che una proprieta p (x) & vera cap.q.o. su E se cap {re E:
p(x) & falso} = o. Per ogni funzione #€ H! poniamo

: . I i
@) = lminf s ) u (y) dy
B, (z)
dove B, (x) ¢ la sfera aperta di centro x e raggio r.

Indicheremo con # la famiglia dei boreliani limitati di R®* e con & la
famiglia degli aperti limitati di R". Una parte # di & (risp. di &) si dir3 ricca
in & (risp. in &) se per ogni famiglia (By);cyp,y; di elementi di & (risp. di &),
con B,< B, per ogni s < ¢, linsieme {#€Jo, 1[: B, ¢ #} & al piti numerabile
(cfr. [15], [10]).

Indichiamo con & l'insieme delle terne (f, w,v) dove @,v sono misure
di Radon positive, ne H-1, ed f: R**! —>]— oo, - 0o] & una funzione con
le seguenti proprieta:

(?) per ogni te R x+>f(x,?) & boreliana su R?;

(¢7) per ogni xeR" ¢+>f(x,#) & convessa, non crescente e semi-
continua inferioremente su R ;

((zzz) per ogni 2 R ed ogni B di &4
[t an@ +v@® =0
B

Indichiamo con ¢ l'insieme delle funzioni g:R*!' — R verificanti le seguenti
condizioni: ,

(fv) per ogni teR xr—>g(x,z) & boreliana su R?;
(v) per ogni xe R* #¢r>g(x,#) & continua su R

(vi) esistono aeL!,ce Jo,1[, C>o tali che
—a(x) —cltP<gx,)<a(x)+C|z? per ogni (x,f)e R,

La classe ¢ contiene ad esempio tutte le funzioni del tipo g (#)+# con g€L
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Per ogni funzione ¢ : R* — R consideriamo il funzionale tipo ostacolo dal
basso Fy: H!x# — R, definito da

/o se #>1¢ cap. q.o. su B
(I'I> Fq,(%,B):\
+ oo

altrimenti

In questa nota presentiamo le linee generali della dimostrazione del
seguente teorema.

TEOREMA 1. — Sia (4,) una successione di funzioni di R* in R. Supponiamo
che esista una funzione v . B —R, tale che, per ogni BER ed ogni he N

min ||« [ + Fo, (v, B)] <7 (B).

Allora esistono una successione crescente di interi (My), una terna (f,®,v)
della classe H ed una famiglia B ricca in B, tali che, posto

(1.2) P, B) =[£G, 7 du@) +v(B),
B
e posto, per ogni funszione g della classe G,

(1.3) my (g, B) = miﬁ [Hullil + F% (u, B) +fg(x,u) dx]
| R”

ue

o m @B =min [julls P B + g0 0]
R?

st ha

m(g,B) = limm,(g,B)
3
per ogni Be B ed ogni ge ¥ .

OSSERVAZIONE 2. — Si pud dimostrare che se Be #,g€ %, (k) & una
successione crescente di interi, (#;) & una successione in H! convergente ad
#y in L? e, per ogni 7€ N, #; & un punto di minimo in H* del funzionale che
compare nella (1.3) con %2 = £;, allora #, ¢ un punto di minimo in H?* del
funzionale che compare nella (1.4).

OSSERVAZIONE 3. — Se Be # ed esistono un aperto A ed un compatto K,

conK<BcBcA tali che $p(x) = — oo per ogni xre A—K, allora
BeZ.

OSSERVAZIONE 4. — In alcuni casi F (%, B) assume solo i valori o e 4 oo.
Si pud dimostrare che in questi casi esiste una funzione ¢ : R* -~ R tale che,
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per ogni ze€ H! ed ogni Be 4, si ha

/o se #>1{¢ cap. qo. su B
F(u,B)qu,(u,B)———\
+ oo

altrimenti .

Tuttavia vi sono dei casi in cui F assume anche valori reali positivi diversi

da zero (cfr. [8]).

OSSERVAZIONE 5. — Con metodi analoghi a quelli indicati in questa nota
si pud dimostrare che esiste una famiglia & ricca in o/ tale che, per ogni
Ae o ed ogni ge¥, posto

Ma(e) = min [l + Py, (008 + [ £, 20 i |
(1.5) * |
M (g) = min [l + 7, 8 + [, ax]
A

si ha
M(g) = li;n M; (&),

e vale una proprieta di convergenza in Li. (A) dei punti di minimo in H! (A)
dei funzionali che compaiono nella (1.5) analoga a quella esposta nell’ Os-
servazione 2.

Inoltre si pud dimostrare che, se A€ &7 ed esiste un compatto K conte-
nuto in A, tale che ¢, (x) <o per ogni xe A — K, allora i minimi e i punti
di minimo in Hg(A) verificano proprieth di convergenza analoghe a quelle
sopra considerate nel caso di H! (A).

2. — La dimostrazione del Teorema 1 utilizza la teoria della I'~conver-
genza (cfr. [13], [14], [11], [12]). Richiamiamo, per comoditd del lettore,
alcune definizioni di tale teoria. Sia (Gj) una successione di funzionali defi-
niti in L? ed a valori in R, sia # un elemento di L* e sia 7 («) I'insieme
degli intorni di # in L% Si pone allora:

I'(N-, (Lz)—)h'lim Gy (v) = sup liminf inf G, (v)

UeJw) h—>oo wveU
V>

[ (N+,(L¥»") lim G, (¢) = sup limsup inf G, ().
h—>00 UeJ(w) h—->oo veU
v—>U

Qualora i due limiti precedenti coincidano, il loro comune valore verrd indi-
cato con

IND) hli_r:; G, (v) .

VU
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Fissata una funzione v: % — R, , consideriamo la classe &, dei funzionali
F:H'xX% — R, che verificano le condizioni seguenti:

(a) per ogni Be # la funzione #+> F (# , B) & convessa, non crescente
e semicontinua inferiovmente su H!

(6) per ogni #€ H' la funzione B+ F (#, B) & crescente su %, ed
Fu,s)=o0;

(¢) per ogni A€ ./ ed ogni coppia di funzioni %,z di HY, con
ula=vla, si ha F(u,A)=F (@, A);

(d) per ogni Be #

Jnf [l + F (x, B)] < v (B);

(¢) esiste una famiglia & ricca in & tale che, per ogni Be # ed ogni
coppia # ,v di funzioni di H!, si ha

F(uAv,B)y+F(uVv,B)<F(,B)+F(,B);

(f) esistono un funzionale F:H1x%# —R, ed una famiglia &/ ricca
in o, tale che per ogni x€ H! la funzione B+ F (x, B) & numerabilamente
additiva su &, e per ogni #e H! ed ogni Ae«Z si ha F(u,A)=F(u,A).
Si dimostra che i funzionali tipo ostacolo dal basso Fy (2, B) definiti dalla (1.1)
appartengoho. alla-classe &,. Inoltre, nelle ipotesi del Teorema 1, anche il
funzionale definito dalla (1.2) appartiene alla classe &.,.

La parte essenziale della dimostrazione del Teorema 1 consiste nel provare
la compattezza della classe &#,. Precisamente vale il seguente teorema.

TEOREMA 6. — Sta (V) una successione di fumzionali della classe F.
Allora esistono una sottosuccessione (¥y,) ed una famiglia # ricca in B, tali
che, posto

ez + F- (2, B) = T (N-, (12)) o ] vl + Fa (v, B)],

V>

ol + F* (2, B) = T (N*, (L)) lim [l|ollze + Fa (0, B)],

—>U

si ha F-(u, B) = F+(u, B) per ogni ue H' ed ogni Be B. Inoltre il funsio-
nale ¥t appartiene alla classe ;.

Per noti teoremi che collegano la I'-convergenza alla convergenza dei
minimi e dei punti di minimo (cfr. [13] e [14]), il Teorema 1 sard una conse-
seguenza del Teorema 6 se avremo dimostrato che ogni funzionale della classe -
Z, ha una rappresentazione integrale del tipo della (1.2). Cid & possibile grazie
al seguente teorema:
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TEOREMA 7. — Sia ¥ un funzionale della classe F. Allora esistono una
terna (f, W ,v) della classe # ed una famiglia B ricca in B, tali che

F(x, B) =ff<x,a<x>>du<x> +v(B)
Der ogni ue H1 ed ogni Be .

3. — Fraiteoremi 6 e 7 il pii difficile da dimostrare ¢ il Teorema 7; diamo
qui un breve cenno alla via che si pud seguire nella dimostrazione.

Consideriamo la classe ausiliaria dei funzionali p-lipschitziani. Diremo
¢l .1 funzionale F: HIXZ — R & p-lipschitziano se p &€ una misura di Radon
positiva con pe H-Y, e si ha

G, B)—F@,B) <1554

Per ogni Be # ed ogni coppia #, v di funzioni di H.
Vale allora il seguente teorema:

TEOREMA 8. — Se F ¢ un funzionale p-lipschitziano della classe F.,, allora

esistono una terna (f,w,v) della classe H# ed una famiglia & ricca in B,
tali che

Fu,B) = | f(x, () du () + v (B)

B
ber ogni wueHY, Be B. Inoltre si ha u < p e
|f(x, ) —fx, ) <|un—25]

ber ogni xeR™, 4 ,t,eR.

La formula di rappresentazione integrale del Teorema 7 & ora una con-
Seguenza del seguente lemma:

LEMMA 9. — Sia F un funzionale della classe F. Allora esistono una suc-
cessione crescente (Gy) di funzionali py~lipschitziani della classe F., ed una

Jamiglia & ricca in B, tali che

F (%, B) =sup G, (#, B)
3

Per ogni ueH' ed ogni Be & .
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