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Trasformazioni integrali. — Uber swei von G. Doetsch gestellte
Fragen aus der Theorie der Laplace-Transformation. Nota di ErRNsT
MoHR, presentata @ dal Socio G. FicHERA.

RIASSUNTO. — Se & (#) & trasformabile secondo Laplace, posto
o
M (x)=  sup l [ e~@tit F(f)dz |
—o<Ly<® o

si dimostra che . (x) & strettamente descrescente ed infinitesima per x - co.

1. Wir iibernehmen die Bezeichnungen von G. Doetsch aus [1] und
setzen voraus:

) f(s)=fdte‘”5’(t) C fmo . s—xtiy
0

besitzt eine Konvergenzabszisse f << ¢o0 und eine Beschrinktsabszisse 7 < 00;
es existiert dann (R = Realteil)

sup |[fx+a|=H(x fir Rs>q

i M(x)y>o0.
—co<y <co

M (x) ist nicht steigend, > 0, konvex (sogar logarithmisch konvex), speziell
stetig, und falls # (%)) = A (x,) fiit zwei Stellen z, , x, mit x, < x; gilt, so ist

‘ M (x) = const. = A () flir x=ux,.
Es handelt sich dann um die Fragen ( [1], p. 184):

1) Gibt es /= Funktionen f(s), /(s) == o, fiir die # (x) = const. > 0
ist ?, und B

2) Kann der Fall lim «# (x) > o tatsichlich eintreten ?

T—>00

Wir zeigen im folgenden: die Frage 2) ist mit nein zu beantworten, und
damit auch die Frage 1). Es ist also stets

lim # () =o0
>0
und

M (x1> > M (x2> fur xy < %y .

(*) Nella seduta del 10 maggio 1980,
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Den Beweis fithren wir indirekt; wir nehmen also an: es existiert ein F),
fiir das

(2) lim A (x) =c>o0

ist (von selbst ist dann f(s) == 0) und leiten daraus einen Widerspruch her,
2. Nach Definition von .# () und der gemachten Annahme (2) exi-

stieren zwei reelle Zahlenfolgen (z,) und (4,) derart, dass

lim| f(a,+ 26| =c>o0

n—>c0
ist, wobei
nt2<a , PH2<a , o<g
aq < a <ag <<--- ) a, — 00
[or] <l <légl <--o 5 J&y|—>o00;

| 6| — 00 wogen Satz 1, p. 162 in [1]; danach ist sogar notwending

lim&‘i:oo (7 — 00) .

Nach geeigneter Siebung, die wir uns bereits vorgenommen denken, existiert

(3) lim 7 (ay, + i6,) = ¢c¢'® | 0 eine reelle Zahl .

3. Wir betrachten die Funktionenfolge fiir Rs > — 2:

@ Ju(s) =F(s+ a,+ iby,) ;

fir sie ist

(5) | fa() | = M (—2 + @) = M,

©) o) | S (—2+ay) fir nzH
(7) Fu(0) > cé®.

Nach dem Theorem von Montel [2] folgt aus (3): es existiert eine Teil-
folge f,, (s), die in Rs > — 2 gegen eine (holomorphe) Funktion ¢ (s) kon-
vergiert und dies gleichmissig in jedem abgeschlossenen Rechteck in Rs > — 2.
Speziell gilt (s = x + 4y)

(8 lim f,,(s) = ¢ (s) gleichmissig in |x|<1 , |p|<1.
Aus (6) und (2) fogt, da a4 — oo

(9) le() | =¢ in |x]=1 , |y|=1,
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aus (7)

(10) ‘ ¢ (0) = ¢,
und damit nach dem Maximumsprinzip
(1) ?(s) = e,

zunichst im obigen Quadrat und alsdann in Rs > — 2.

Fiir eine andere konvergente Teilfolge ergibt die Schlussweise wieder als
Grenzfunktion ce'®, d.h. (8) gilt bereits fiir die Ausgangsfolge 7, (s) anstelle
von fy, (5):

(12) lim 7, (s) = ¢  fir Rs>—2

und gleichmissig in jedem abgeschlossenen Rechteck in Rs > — 2, speziell
auf s=1 4y fur |y| <4, &> 0 beliebig und dann fest:

( S|fn(1—!—2'y)——£eie|<s fir >N
13 (
) (Iyléb

Indessen wiirde es geniigen, wenn auch weiterhin # = », wére und mit (8)
gearbeitet wirde.

4. Nach (4) und (1) ist fur Rs > —2

(14) Fals) = { dt e o=@t F (1))

o

0
Mit,

t T t . )
(15) D, () = J-dT fdc {e—(an+'ibn)c-54-<c)} _ [dc(l—c) o~ . g0 ZF (o)
o o 0
ist dann auch ([1], Satz 5, p. 92)

(16) —Jisgi = / dte™™®, () fir Rs>o0;

0
davon gilt die Umkehrformel ([1], Satz 1, p. 218)
1ti00

(17) @, = ! j dsets-l”?z(—{)— fir #=o0.

2 T -
S
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Es sei nun T > o beliebig und dann fest und
(18) o=st=T ; T>o.
Dann folgt aus (17), (13) und (5), sowie (7)

(19) lim ®, (r) = aeie-t, gleichmissig in o<#<T ; ¢>o.

—>00

In der Tat: wir spalten das Integral

1higo "
*) 2 T / dse $2
1—-400
in die drei Teile auf
1+41b 1—-ib 14i00
I»[+I + Iv/—1+u+4n
2T 27 2Tt o
1%ib 12400 1%4b

und schitzen sie einzeln ab. Es ist unabhingig von #

o]

I dy {1
< e e -
‘III— 21T e {‘ﬂ1+€}./ I+y2< 2T bv)

b

dieselbe Abschitzung gilt fur III. Sei nun & > o gegeben. Wir wihlen 4> o
so gross, dass ‘

ey

T 2

<2 dn qrj4qmn <
2 2

wird; & ist jetzt fest. Alsdann nehmen wir in (13) als ¢

fe=¢ -3 und dazu das A" gemiss (13)

und bekommen fir > A4
b

7 dy I 3
£7 . _— —8- = —
111_2n68f1+y2<27c Te2

Zusammen ergibt sich
[T+ +II | <[I|+ I+ <8 fir =>A.

3 > o war beliebig und es folgt: der Limes von (¥) ist = o, gleichmissig fiir
die # aus (18). Wegen

1+400

folgt (19).
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Anderseits ist nach (15)
t
(20) O, (1) = =™ [ f do {(z—0) V) e 7 <c>] '
0

Die geschweifte Klammer ist streng monoton fallend.

Das ““ Abelsche Lemma ™ auf das Integral angewandt ergibt

!

T

1= tea”t-{ max / do ¢7° F (o)

o=t

daraus und aus (20) folgt, dass umso mehr

| ©, (5] éT-{max‘ f dr e_ib"rg"('r)g}

OSt=T
gilt. Hier strebt aber die geschweifte Klammer gleichmissig in o << T
nach Null far » — co, da &, — oo (vergl. [1], p. 169):
(21) lim @, () =o, gleichmissig in o= =T.
—> 00

Die Aussagen (19) und (21) widersprechen sich aber fiir o <z < T.

Da man leicht Funktionen f(s) konstruieren kann, fiir welche

Mx)=c>0

ausfillt, so ist fiir ein solches f(s) nach dem obigen Ergebnis notwendig
B = oo d.h. f(s) besitzt keine Beschrinktheits = Halbebene.
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