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Algebra. — Su wuna classe di gruppi finiti inseparabili 11©.
Nota di ALESSANDRO SCARSELLI, presentata ™ dal Socio G. ZAppa.

SuMMARY. — We give some sufficient conditions for the splitting of certain extensions
of a finite p-group by a group whose Sylow subgroups are elementary abelian.

In [1] H. Bechtell studia i gruppi finiti risolubili G nei quali il residuo
G rispetto alla classe & dei gruppi a sottogruppi di Sylow abeliani elementari
¢ un p-gruppo (per un certo numero primo p) e in [2] dimostra che I'unico
gruppo non nilpotente inseparabile con Gg¢ p-gruppo metaciclico ¢ I'esten-
sione non spezzante del gruppo dei quaternioni tramite il gruppo simmetrico
su 3 oggetti. In [3] abbiamo impostato il problema analogo nel caso che Geg
sia un p—gruppo dotato di una catena normale di lunghezza minore o uguale
a p e a fattoriali ciclici. Nel presente lavoro si dimostra che tali gruppi sono
separabili per p > 2. Si ottengono anche altre condizioni sufficienti per lo
spezzamento di un gruppo in cui Gg & un p-gruppo.

Nel seguito indicheremo con G un gruppo finito risolubile, con H un
suo p'-sottogruppo di Hall, con P un suo p-sottogruppo di Sylow e con Geg
il residuo di G rispetto alla formazione & dei gruppl a sottogruppl di Sylow
abeliani elementari.

LEeMMA 1. Sia K wun sottogruppo normale di G contenente H e dotato
di un p—sottogruppo di Sylow normale R. Sia U ]G ¢ U <Z (R), dllora
[U,Hl={[#,2\u€U,hcH) ¢ Cy(B) sono sottogruppi normali di G.

iDimostrazione. Per il ragionamento di Frattini ¢ G = RNg (H). Sia
g€G,g=xy con xe€Ng(H) e yeR. Si avra [U,H}=[U,H®=
= [U,H]*=[U,H] essendo [U,H]<U e y€Cqg (U) Dunque {U, H] G.

Sia poi #u€Cy (H) e g=, 5, con ¥, €R e y,€ Ng (H). Per ogni 2e H

-1 -1 -1
siha i =42y = %" " = 1. Quindi CU (H) <G.

=1 -1
Yy Y, Yy YUy

TEOREMA 1. Sia A un p—gruppo abeliano, E€ & ¢ G un amp/mmento
di A tramite E. Allora si verifica una delle seguenti condizions:

(@) G ¢ un p—gruppo
(b) G sz spezza su qualche sottogruppo normale proprio
(©) A= (1) ed E ha ordine primo diverso da p.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito delle attivitd del G.N.5.A.G.A, del C.N.R.
(**) Nella seduta del 12 gennaio 1980.
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Dimostrazione. — Non sia G un p-gruppo e sia G inseparabile. Essendo
G/A e ¢, si ha G <A e quindi G¢ & un p-gruppo abeliano. Essendo H un
p'—gruppo si avra allora Gg¢ = [Ge , H] X Cg, (H).

In base ai risultati contenuti in [3] & G¢ H <IG e quindi G = G¢ N (H)
per il ragionamento di Frattini. Si avrd dunque G = [G¢, H] Ng (H). In base
al Lemma 1, [Ge,H]<IG e [Ge, H] N Ng (H) <Cq, (H) N [Gs, H] = {1).
Si conclude che [Gg, H] = (1), essendo G inseparabile.

Percid Ng (H) =G e G si spezza su H. Essendo G inseparabile e non un
p—gruppo deve essere H=G e dunque A = (1}. Essendo infine E=G =He &
ed inseparabile si conclude che E ha ordine primo diverso da p.

TEOREMA 2. Sia G non nilpotente, Gg¢ un p-gruppo ¢ P abbia classe di
nilpotensza minore o uguale a 2; allora G si spezza su qualche sottogruppo nor-
male proprio.

Dimostrazione. — Sia G inseparabile e L = P'® = (P | ge G). Si avra
P <C; (Gg/L) e dunque, non avendo G p'—quozienti propri (cfr. [3]), &
H < Cg (Gg/L). Percid Gg¢ HIL = G¢/L X HL/L.

Essendo G¢ H <{G (cfr. [3]) ¢ HL <{G e dunque, per il ragionamento
di Frattini, G = LNg (H). Essendo P di classe di nilpotenza minore o uguale
a 2, si ha PP<Z (P) e quindi P’ <Z (Gg); dunque L <Z (Gg). In base al
Lemma 1, [L,H]<IG ed essendo H un p'—gruppo e L un p—gruppo
abeliano ¢ L = [L,H]xCy(H). Si ha dunque G =|[L,H]JNg(H) e
[L,H] 0 Ng(H) <[L,H] N CL(H) = (1). Percid [L,H]= (1), altrimenti
G si spezzerebbe sul sottogruppo normale proprio [L, H] contro lipotesi.
Si conclude che Ng(H) =G e dunque G si spezza sul sottogruppo nor-
male H, una contraddizione.

LEMMA 2. Sia U un sottogruppo normale minimo di G , U un p-gruppo
¢ G[Cq (U) abbia un p'-sottogruppo di Hall normale. Sia 1 #u€U O Z (P);
allora uw® = (u" |2€H) =U ¢ 0,(G/Cs (U)) = (1}.

Dimostrazione. Sia x €G ,x = 2, %, con x,€H e x,€P e sia Z€H. Po-
niamo 4x; = %, € H. Essendo HCg (U)/Cs(U) <IG/Cg (U), per ipotesi, si avra
Jiy %y = ¢ty by con ¢ € Cg (U) e sy€ H. Dunque 2 =41 = =1 =" =,
essendo ¢€Cs (U) e u€Z (P). Percio #™ = 4" per ogni xGG e dunque
#™ <1G. Essendo U normale minimo e z % 1, si conclude che " =U. Sia
ora x € P, tale che xCg (U) € O, (G/Cc (U)). Sia % € H; risultera zx = cxh con
¢ €Cg (U), essendo l'immagine di H in G/Cs (U) un p’—sottogruppo nor-
male di G/Cg (U) (e quindi centralizzato da O, (G/Cg(U)))- Si avra allora
W = 3 = 4 essendo ¢ €Cg (U) e #€Z (P). Dunque x € Cq (# ") =Ca (U)
e percid O, (G/Cq (U)) = (1).

LEMMA 3. G soddisfi le seguenti condizions:

(i) G non ha p'~quozienti diversi da (1)
(i) Ge & un p-gruppo
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(iii) GeHAG
(iv) Geg possiede una catena normale di lunghezza minove o uguale a p,
a fattoriali ciclict

V) 2>z
(vi) Se LG ¢ L 2H, allora L 2 G

allora G & prodotto semidiretto di Ge con Ng (H).

Dimostrazione. Sia Gg =L,>L,>--.2L, = (1) una G-serie princi-
pale di Gg¢. Per la (iii) G¢ H <{G; sia H <<Cg (G¢), allora H <G, per (vi)
Ge¢ = (1) e la tesi del teorema & banalmente verificata. Sia H £ Cg (Gg);
essendo Gg un p-gruppo ¢ H un p’-gruppo, H non puo allora centralizzare
tutti i fattoriali L;/L;,; ed esisterd quindi un indice ¢, tale che H < Cgq (L;},)
e H L CeL;/L;y). Per la (vi) deve essere Go < Cq (L)

Essendo p>2 (per la condizione (v)), L; &€ un p-gruppo regolare e dunque
Q,; (I;) ha esponente p. Essendo L; <Gg e valendo (iv) si conclude che
[Q, ;)| < p°. Daltra parte L;/L;,, & normale minimo in G/L;,, e Gg/L;y
¢ un p-sottogruppo normale di G/L;,; dunque Gg¢ <Cgq (L;/L;y,). Per la
(iii) G/Ce (IL;/L;y,) ha un p'-sottogruppo di Hall normale. Per il Lemma 2,
applicato al gruppo G[L, risulta O, (G/Ce (Ls/Liy)) = (1). Per la condi-
zione (i) p | [G:Cg Li/Liy)] e, per il Teorema B di Higman e Hall, si ha
[L;: L] = 2" Draltra parte Q, (L)) Liyy/Liy AGJLjyy; e quindi, essendo
L;/L;y normale minimo in G/L;,, & Q, L;) L,y =L;, oppure Q, (L,) <L,,.
Nell’ultimo caso & H < Cg (Q; (L)), ed essendo p >2 e H un p’-gruppo,
deve essere H < Cg (L;) contro il fatto che H £ Cg (L;/L;yy). In definitiva
LifLiyn = @ L) Ligg/Liyy = @ (L)[Lyy, O Q (L) ha ordine maggiore o
uguale a "

Essendo |Q, (L)) | <" si ha L;,N0Q, AL,)= (1) e dunque L;, = (1).
Ne segue che L; ¢ normale minimo in G; poniamo U = L;. Consideriamo
G/U.' Esso soddisfa, con le ovvie modifiche, le ipotesi del Lemma e, proce-
dendo per induzione, si dimostra che Gg/U N Ngu (HU/U) = (1). In parti-
colare G¢ N Ng (H) <U.

Come abbiamo gid osservato U < Z (G¢) ¢ dunque, in base al Lemma 1,
Cy (H) <IG. Essendo U normale minimo in G e H £ C¢ (U), si conclude
che Cy (H) = (1). Si ha allora Gg N Ng (H) <U N Cg (H) = Cy (H) = (1.
Ma G¢ H <IG (per (iii)) e dunque G = Gg¢ Ng (H), per I'argomento di Frat-
tini e dunque G & prodotto semidiretto di Gg con Ng (H).

TEOREMA 3. Sia G un gruppo non nilpotente, Gg¢ un p-gruppo (p > 2)
dotato di wuna catena normale di lunghezza p a fattoriali ciclici; allora G si
spezza su qualche sottogruppo normale proprio.

Dimostrazione. Sia G inseparabile. G soddisfa le condizioni (i) e (iii)
del Lemma 3 in base ai risultati contenuti in [3], soddisfa inoltre anche le
condizioni (ii), (iv), (v) per ipotesi.
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SiaL<]G eL2H; alloraL "GeHIG e LN GseH =T N Ge) H.

Sia R =1L N Gg. Allora R <{G. Essendo G¢/® (G) normale minimo in
G/® (G) e ® (G) = @ (Gg) (in base ai risultati contenuti in [3]), si ha R = Gg¢
oppure R < @ (G). Sia R < @ (G), allora G = RNg(H) <@ (G)Ng(H) e
dunque N¢ (H) = G, cio¢ H<IG e G si spezza su H contro l'ipotesi. Percid
& soddisfatta anche la condizione (vi) del Lemma 3 e con essa la conclusione
del Teorema.

COROLLARIO. Sia p un numero primo, G un gruppo risolubile finito inse-
parvabile ¢ non mnilpotente con Ge p-gruppo dotato di uma catena normale di
lunghezza minore o uguale a p, a fattoriali ciclici; allora p =2 ¢ G é Desten-

sione non Spezzante del gruppo dei quaternioni tramite il gruppo simmetrico
su 3 oggetts.
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