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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe dì Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta del 27 novembre J979 
Presiede i l  Presidente della Classe A ntonio Carrelli

SEZIONE I
(Matematica, meccanica, astronomia, geodesìa e geofisica)

Algebra. —  Su lla  stru ttura delle L-algebre . Nota di F rancesco 
L acava, presentata ̂  dal Socio G. Zappa.

Summary. — In this paper some algebraic properties of L-algebras are studied.

Premettiamo, per comodità del lettore, alcune definizioni e i risultati 
essenziali per il seguito. Per i particolari rinviamo a [i], [3], [5].

Diciamo D-algebra una struttura sé ~  (A ; o , 1) tale che:

1) ( A ,+ ,o )  sia un monoide abeliano;

2) x  +  i =  1;

3) <yy =
4) o' =  i per ogni x  , y  e A ;

5) x  + x '  =  I;

6) (x' +  y ) ’ +  y  =  ( x +  / ) '  +  x.

Un elemento x  si dice idempotente se 2 x  — x. Un elemento x  si dice 
archimedeo se esiste un intero positivo n tale che nx  è idempotente; ■ x  si dirà 
invece iperarchimedeo se esiste un intero positivo n tale che nx — 1.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del Gruppo Nazionale per le Strutture 
Algebriche e Geometriche del C.N.R.

(**) Nella seduta del 27 novembre 1979.

19. — RENDICONTI 1979, vol. LXVII, fase. 5.
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$0 si dice archimedea se ogni suo elemento e archimedeo;
sé  si dice iperarchimedea se ogni suo elemento diverso da zero è 

iperarchimedeo.

Si definiscono inoltre le seguenti operazioni:

i) * V y  =  (x' +  y)' +  y;
ii) x  A y  =  (x' V y ) ' ;

iii) x -y  =  (x' + / ) ' ;

e la seguente relazione d ’ordine parziale:

iv) x  <  y  se e solo se x' +  y  =  1.

U na U-algebra totalmente ordinata si chiama L-catena.
Valgono allora i seguenti risultati:

Proposizione i . -  (A ,V , A ; o , i) risulta un reticolo distributivo dotato 
di massimo e d i minimo e V ordine parziale ad esso associato conincide con <  
definito in iv).

Proposizione 2. -  Ogni ^-algebra iperarchimedea è una ì^-catena [1 ].

Proposizione 3. -  Ogni L -catena arehitnedea è isomorfa ad una sotto- 
\j-algebra d i (R j , © /  ; 0 ,1)  ove Rx =  { ie  R : o < x  <  1} , x  ® y  =  min 
(x +  y  , 0  e x i — * [5].

Proposizione 4. -  Ogni ^-algebra è isomorfa ad un prodotto sottodiretto 
di "Lr-catene [ 1 ].

Indichiamo con:

Ba =  {xe  A: x  è idempotente};

H a =  {xe  A: x  è archimedeo};

Ja  =  .{xG A: x  è iperarchimedeo}.

Indicheremo inoltre con Ba — { x e A : x 'e  BA}; analogamente Ha e Ja-
Ovviamente si ha H A 2  BA U JA e BAH J A =  {1}. Inoltre B'a =  BA [1], 

Ja  7^ Ja  e in generale H A fi1 Ha.
Ricordiamo [4] che si dice U-ideale un sottoinsieme I di A tale che:

1 )  s e x yy e l  allora x  +  y  e I;

2) se a:e A e y  e I con x  <  y  allora x  e l.

Un U-ideale si dice proprio se I f i  A.
Diciamo L-filtro un sottoinsieme F di A tale che:

1) se x , y e  F allora x - y e  F;

2) se x  e A  e y  e F con x  ">y allora x e  F.
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Proposizione 5. -  1) Se I è un V-ideale I ' =  { ^ A : / e I }  è un 
V-filtro. Analogamente se F è un V—filtro  F ' è un V—ideale]

2) è I un V-ideale proprio se e solo se I fi J A =  0 ; analogamente 
F è un V-filtro proprio se e solo se F O JA =  0  ; f

fi) l è un V-ideale massimale se e solo se V e  un V-filtro massimale.

Dalle definizioni precedenti segue anche:

Proposizione 6. -  1) JA è chiuso rispetto alla somma;

2) J A è chiuso rispetto al prodotto;

3) H a =  H a se e solo se sd è archimedea.

Proposizione 7. -  Sia sd una V—algebra e </A la famiglia di tutti g li 
V,-ideali massimali di A. Allora D J  A — {x e JA — JA : nx e JA per ogni 
n intero positivo).

Dimostrazione. -  Sia x  e ]'A —- JA tale che per ogni n intero positivo 
nx e JA.

Supponiamo per assurdo che esista un E-ideale massimale tale che x  $ I. 
Allora (I , x) =  A . Esistono quindi a1, • • - , an e l  tali che (ax • • - , an , x) =  A 
cioè esistono m x * , m n , s  interi positivi tali che m1 ax +  • • • +  m n an +  
+  sx =  i . Ma sx e JA cioè ( sxf  G J A e poiché (sxf  <  m 1 ax +  * * • +  m n an 
si ha m x ax -p • • • +  m n an G J A cioè I non è massimale.

Viceversa se j g O  J a chiaramente x  $ JA. Supponiamo inoltre che esista 
un n tale che nx $ j l  cioè (nx)'fi J A. Sia I =  ((nx)') e sia K un E-ideale 
massimale estendente I. Ma allora n x e  K e quindi K =  A.

C o ro lla r io  1. — n  d*A è il massimo V—ideale contenuto in JA.
Dimostrazione. -  Immediata dalla proposizione precedente.

Corollario 2. -  Se sd è semisemplice allora ogni sua sotto V-algebra 
e semisemplice.

DEFINIZIONE. — U n elemento x A  si dice n-divisore delVunità se sod­
disfa l’equazione (n —■ 1) x  — x ' .

Proposizione 8. -  Sia b e JA n  JA e ae  n  J A. Allora:

1) (b +  a)'e  JA n  JA;
2) se n è il  minimo intero tale che nb' =  1 e se n (b +  a)' — 1 allora 

H a n  Ha non è una sotto L -algebra d i sd\

fi) se sd e una V-algebra con n-divisori delVunità per qualche n
e H a D H a è una sotto E -algebra d i sd allora sd è semisemplice;

4) se sd è una V-catena con n-divisori delVunità per qualche n,
allora H A D HA e una sotto V-algebra se e solo se sd è archimedea.
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Dimostrazione. -  1) Posto c =  ((b +  a)' +  b)’ si ha c <  a quindi 
c e  O J  K e b' — (b +  a)' +  c. Allora nb' =  /z (£ +  a)' +  ne =  1 cioè (ne)' <  
< n  (b +■#)'; ma per la Proposizione 7 esiste w tale che m ine) 1 =  i e 
quindi m n{b  +  #)' = 1 .

2) Infatti (£ +  tf)'e H A O H i e n{b +  a)’ +  na =  n (b' +  a’)’ +  nbf =  1 
ciò è (n (b +  a)')' < n a  e poiché (n (b +  a)')' 7^ o si ha (n (b +  a)')' $ H A O HA.

3) Basta osservare che se i  è un divisore dell’unità allora soddisfa 
alle ipotesi di 2).

4) Vedi [1].

Definizione. -  Sia s /  una L-algebra. Un elemento x  7^ o di A si dice 
un XL-atomo se per ogni y  e A con o < y  <  x  esiste un intero positivo n 
tale che ny  >  x.

Lemma i . -  x  è un lu-atomo se e solo se nx è un lu-atomo per ogni 
n >  i.

Dimostrazione. -  Sia o <  y  <  nx. Allora x  [\ y  <  x  quindi esiste m  tale 
che m (x A y) Poiché x  A y  < y  si ha nx <  nm (x A y) < .nm y  cioè
nx  è un L-atom o.

Se x  e A, indichiamo con 1̂ , l’L-ideale generato da x.

Proposizione 9. -  x  è un X^-atomo se e solo se \x è un X^-ideale 
minimale.

Dimostrazione. -  Sia ^ un L-atom o e sia J un L-ideale tale che
o ^ j s l , .

Sia y  7^ o y  e J allora y  <  nx  per qualche n e poiché nx  è un L-atom o 
esiste m  tale che my > n x > x  e quindi x e  ] cioè J =  lx.

Sia ora 1̂  minimale e sia o < y  <  x. Allora l y =  1̂ . per la minimalità 
di lx ,e quindi x  e l y cioè x  <  ny per qualche n.

Corollario 3. -  Se x  e y  sono due X̂.—atomi allora 1̂  =  l y oppure 
ix n  i v =  {o}.

Definizione. -  U na L-catena si dice X^-atomica se ha almeno un 
L-atomo.

Teorema i . — Ogni X̂—algebra è isomorfa ad un prodotto sottodiretto di 
Xu-catene X^-atomiche.

Dimostrazione. -  Infatti ogni L-algebra sottodirettamente irriducibile 
deve essere una L-catena (Proposizione 4) e L-atom ica per la Proposizione 9. 
L ’asserto segue immediatamente da un teorema di Birkhoff (vedi [3]).

Definizione. — U n elemento a si dice L -coatomo se a ' è un L-atomo.

Proposizione io. — Sia a un X̂ —coatomo e I un L—ideale proprio. Se 
a e  I allora a e BA.
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Dimostrazione. -  Poniamo x = -a '.  Allora ' x  è un L-atomo. Si ha 
((2 x)' +  x)' <  ;r. Se ((2 x)f +  x)' =  o allora (2 x)f +  x  — 1 cioè 2 x < x  quindi 
x e  Ba cioè a e Ba. Supponiamo ((2 #)' +  a:)' >  o. Allora esiste un intero 
positivo n tale che n ((2 x)' +  x) >  x  cioè x f +  n ((2 x)' +  x)' =  1. D ’altra 
parte x '-p  ((2 x ) ' #)'  == #' +  ((2 # ')' +  # ')' =  (2 x'-p  #)' +  2 =  2 x ' . Quindi
x'-j- n  ((2 x)'-p  #)' — +  0  == 1 cioè (n ~p 1) a =  1 e quindi I non è
proprio contro l’ipotesi.

PROPOSIZIONE 11. — Sia a un F-coatomo e I un F-ideale proprio. 
Se a e I allora I e massimale.

Dimostrazione. -  Sia J un L-ideale proprio contenente I e sia x e  j .  
Allora x  y  a e  J e x  W. a "> a. Quindi (x V a)' >  a' e poiché a' è un L-atom o 
esiste un intero positivo n tale che n ( x \ !  a)’ >  a1. D ’altra parte a’ e Ba 
quindi n (x V a)' <  na' — ar cioè n (x V a)' — a’. Ma poiché x d  a è un 
L-coatomo anche (x V <3)'e  BA e quindi (x V dp — a' cioè x  <  a onde # 6 I.

Corollario 4. -  SÏæ æ un F-atomo e F un F-filtro proprio. Allora se 
a e F si ha che a e BA e F è massimale.

Corollario 5. -  Se a è un F-coatomo e a e I, con I F-ideale proprio, 
allora a è il  massimo di I.

Corollario 6. -  Se a e il massimo di I allora a e BA. Se inoltre I è 
massimale e per ogni y  >  a si ha y ' $ I, allora a è un F-coatomo.

Dimostrazione. -  La prima affermazione è ovvia. Sia 0 <  x  <  a' allora 
x ’ >  a quindi ' x  $ I. Poiché I è massimale (I , x) =  A cioè esistono elementi 
ai , • • •, <%e I e un intero n tale che ax S  - • • -p am -p nx =  1. Poiché a è il 
massimo di I si ha a +  nx — 1 cioè d  <  nx  cioè a è un L-coatomo.

Proposizione 12. -  Sia x  un F-atomo tale che per ogni n > o nx $ BA. 
Allora x e  D J A.

Dimostrazione. -  Supponiamo per assurdo che esista un L-ideale massi­
male I tale che x  $ l. Allora (I , x) =  A cioè esiste un intero positivo n e 
un elemento a e I tali che a -p nx =  1. Quindi (nx)' <  a onde (nx)'e  I. 
Ma (nx)' è un L-coatomo quindi (nx)' e BA cioè n x e  BA contro l’ipotesi.

Indichiamo con Ai? (A) l’insieme degli L-atom i di A.

Proposizione 13. -  1) Se x e  A t (A) n  BA allora x e A t ( B A);

2) se x e  A t  (BA) allora x e  A t(A )  se e solo se lx £  H A.

Dimostrazione. -  Immediata dalle definizioni.

Corollario 7. -  Se B è priva d i atomi allora D J A 3  A t (A).
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PROPOSIZIONE 14. -  Sia sé una fi-algebra e a ,  be A  con a <  b. Ind i­
chiamo con A aìb =  {xe  A  : a <  x  <  b}. Definiamo:

x  ® y  =  a f i  [(x'fi et)-(y 'fi a)}' A (b 'fi  a)' 

x 1 =  a -\- (b’f i  x y .

Allora séaib =  [AUtb, © , ' ; a , b) è una fi-algebra.

Dimostrazione. -  Verifichiamo sole le proprietà 5) e 6) della definizione 
di f i—algebra poiché le altre sono immediate.

x  f i  X T = a  +  [(*' +  ay  f i  ((a +  (b 'fi x ) ') ' f i  A (b 'fi  ay  =

=  a +  [(x 'fi a ) 'f i  {b 'fi x)'] A (b 'fi a)' =

=  a +  [{(x'fi a ) 'f i  (b 'fi x ) ' +  b’f i  a ) 'f i  b 'f i  d \  =

=  a f i  (b 'fi  a)' =  b

(*’ © y ) ' ® y  =■ a f i  (((a +  (b 'fi  a f i  (((a +  (b’f i  x ) ’) ' f i  a ) 'f i  ( ÿ  f i  a)') A 

A (b 'fi  a)')')' +  a)' +  ( / f i  a)') A (b 'fi  a)' =

=  a +  (((a f i  (b' f i  a +  ((b 'fi x)' f i  ( j / f i  a)') A 

A (b 'fi  a ) ') ') 'fi a ) 'f i  ( y ' f i  a)') A (b 'fi a)' =

=  « +  (((« +  (b 'fi  a +  (((b 'fi x ) '+  ( y 'f i  a ) 'f i  b 'f i  a ) 'f i  

f i  b 'f i  a ) ') ') 'fi a)’f i  ( y ' f i  a)') A (b' f i  a)’ =

=  a f i  (((a +  (b’f i  a f i  ( (x '+ y ) '+  b 'f i  a ) ') ') 'fi a ) 'f i  

+  ( y ' f i  d)') A (b 'fi a)' =

=  a f i  (((a +  ( x 'f i  y  f i  ((b 'fi a)’f i  x ’ +  y y y y f i  

f i  a) ' f i  (y ' f i  d)') A (b 'fi a)' =

=  a f i  ((x 'fi y  +  ((b'fi a )'fi x ’f i  y )')'fi 

f i  (y 'f i  a)') f\ (b'fi a ) '=

=  a f i  (((b 'fi a f i  (b 'fi a f i  ( x 'f i  j ) ') ') ' +  b 'fi  

f i  a f i  ( y ' f i  d)'y f i  b 'f i  a)' —

=  a f i  ((b 'fi a +  (x’f i  y ) ' f i  ( y ' f i  a ) ') 'fi  b 'f i  a)' =

=  a f i ( ( b ' f i y ( x '  +  y y y + b ' + a y  =

— a f i  ((.y +  ( fi  f i y ) ' ) ' f i  a)' =  y  f i  ( x 'f i  y ) ’ =  x  é  y

e quindi per simmetria (x' © y )' © y  =  (x © y ' )' f i  x.
Notiamo inoltre che da ciò risulta che l’ordine in A a.b è l’ordine indotto 

da A.
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COROLLARIO 8. -  Se a è un lu-atomo Ado>a è una ïs-catena archimedea.

Dimostrazione. -  Infatti, poiché 0 è un L-atomo, sd0,a è iperarchimedea 
e quindi (v. Proposizione 2) è linearmente ordinata.

COROLLARIO 9. -  Ogni lu-ideale minimale è linearmente ordinato.

Proposizione 15. -  Sia sd una ì^-algebra completa. Allora:

1) a +  V bi =  V (a -f- b )̂\
00

2) V m € Ba .
n=i

00

Dimostrazione. -  1) Immediata (vedi [2], [4]); 2) Posto  ̂ =  V  na si ha:
n= 1

00 00 00 /  00

£ +  £ =  £ +  =  V  =  \ /  I na +  \ J  ma
n= 1 n= 1 w=l \ w=l

0 0 / 0 0

=  V ( V (n +  m) a
n= 1 \ m=l

TEOREMA 2. -  estendere ad una ^-algebra completa se e solo
se sd e semisemplice.

Dimostrazione. -  Se sd è semisemplice allora (vedi [1], [5j) può essere 
immersa in un prodotto diretto di Rj. Viceversa sia o ^  ce H J Suppo-

00

niamo esista t =  \ /  nc. Allora (tr +  c)f <  t e ( f  +  c)' > n c  per ogni n
n=l

Infatti

( t ' - f  c)' +  (nc)' =  ( / '+  c)' c +  ((n 1) c)' =

=  (l +  d )r-h t +  ((:n +  1) c)' — i .

Allora

(t,Jr c)' =  t  cioè t '+  ( t '- f  c)' =  I ; 

ma t fJr ( t'+  c)' =  c '+  (t +  c')' — c' =  1 cioè c =  o contro Tipotesi.
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