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RENDICONTI

DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta del 27 novembre 1979

Presiede 1/ Presidente della Classe ANTONIO CARRELLI

SEZIONE 1

(Matematica, meccanica, astronomia, geodesia e geofisica)

Algebra. — Swlla struttura delle X.—algebre®. Nota di FrRaNCEsCO
LAcava, presentata®™ dal Socio G. Zappa.

SUMMARY. — In this paper some algebraic properties of E-algebras are studied.

Premettiamo, per comoditd del lettore, alcune definizioni e i risultati
essenziali per il seguito. Per i particolari rinviamo a [1], [3], [s].
Diciamo L-algebra una struttura & = (A |+, ;0,1) tale che:

1) (A,-F,0) sia un monoide abeliano;

2) ¥+ 1=1;

3) (&) ==

4) o' =1 per ogni x,y€A;
5 x+x =1

6) &+ +y=>E+y)+=

Un elemento x si dice idempotente se 2x = x. Un elemento x si dice
archimedeo se esiste un intero positivo # tale che wx ¢ idempotente; x si dira
invece iperarchimedeo se esiste un intero positivo # tale che nx = 1.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del Gruppo Nazionale per le Strutture
Algebriche e Geometriche del C.N.R.
(**) Nella seduta del 27 novembre 1979.

19. — RENDICONTI 1979, vol. LXVII, fasc. 5.
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& si dice archimedea se ogni suo elemento ¢ archimedeo;

& si dice iperarchimedea se ogni suo elemento diverso da zero ¢
iperarchimedeo.

Si definiscono inoltre le seguenti operazioni:
DxVy=u +y) +
i) x Ay = (@ VY,
iif) x-y = @ + )
e la seguente relazione d’ordine parziale:

iv) x <y se e solo se ¥’ +y = I.

Una L-algebra totalmente ordinata si chiama L—catena.
Valgono allora i seguenti risultati:

PROPOSIZIONE 1. — (A |V A ; 0, 1) risulta un reticolo distributivo dotato
di massimo e di minimo e ordine parsiale ad esso associato conincide con <
definito in 1v).

PROPOSIZIONE 2. — Ogni L-algebra iperarchimedea é una Y.—catena [1].

PROPOSIZIONE 3. — Ogni Y.—catena archimedea ¢ isomorfa ad una sotto—
Y—-algebra di R,, ®,;0,1) ove Ri={xeR:0<x <1}, @y =min
x4y, 1) ex=1—x [5].

PROPOSIZIONE 4. — Ogni Y—algebra & isomorfa ad un prodotto sottodiretto
di X—catene [1].

Indichiamo con:

Ba = {xe A: x ¢ idempotente};
Ha={reA:x ¢ archimedeo};

| Ja = {xe A: x & iperarchimedeo}.

Indicheremo inoltre con By = {xe A :x'c By}, analogamente Hy e Jj.
Ovviamente si ha Hy 2 B U Ja e BoN Ja = {1}. Inoltre Bj\ = B [1],
Ja 7 Ja e in generale Hy 7 Hj.
Ricordiamo [4] che si dice f-ideale un sottoinsieme I di A tale che:
1) se x,y€l allora x +yel,

2)sexe A eyel con x <y allora x€ 1.

Un t—ideale si dice proprio se T #A.
Diciamo X —filtro un sottoinsieme F di A tale che:

1) se x,ye F allora x-ye F;

2) se xe A e ye F con x =y allora x¢ F.
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PROPOSIZIONE 5. ~ 1) Se 1 ¢ wun Y—ideale U ={xe A:x'e 1} ¢ un
Y~foltro. Analogamente se ¥ é un Y—~filtro V' ¢ un X—~ideale

2) ¢ 1 un Y—~ideale proprio se e solo se 1 Jp = &; analogamem‘e
F ¢ un X—~filtro proprio se e solo se F O Jy = &+

3) 1 ¢ un Y—~ideale massimale se ¢ solo se ' & un Y—~filtro massimale.

Dalle definizioni precedenti segue anche:

PROPOSIZIONE 6. — 1) Ja & chiuso rispetto alla somma;

2) ]Zx e chiuso rispetto al prodotto;
3) Hy = Hy se ¢ solo se o ¢ archimedea.
PROPOSIZIONE 7. ~ Sia o wuna Y—algebra e Fa la famigha di tutti gl

Y—~ideali massimali di A. Allora O Fy={xe ]A — Ja:nxe ]ix per ogni
n tntero positivo}.

Dzmostmzzone — Sia x€ Jp— Ja tale che per ogni # intero positivo
nx € Ji.

Supponiamo per assurdo che esista un £-ideale massimale tale che x ¢ I.

Allora (I, x) = A. Esistono quindi &,,---,a,€1 tali che (g, -+, a,,2) = A
cio¢ esistono wmzy ,---,m,,s interi p051t1V1 tali che m a4+ m, a, +
+sr=1. Ma sxe ]A cioe (sx)'e Ja e poiché (sx) <mya; -+ m,a,
si ha mya, +---+m,a,€ Ja cioé I non & massimale,

Viceversa se « € () # 4 chiaramente x ¢ Jo. Supponiamo inoltre che esista
un 7z tale che nx ¢ Ji ciod (12x)" ¢ Ja. Sia I = ((nx)") e sia K un L-ideale
massimale estendente I. Ma allora zxre K e quindi K = A.

COROLLARIO 1. = 0 F, ¢ 4/ massimo Y~ideale contenuto in .

Dimostrazione. — Immediata dalla proposizione precedente.

COROLLARIO 2. — Se f & semisemplice allora ogni sua sotto X~algebra
e semisemplice.

DEFINIZIONE. — Un elemento x A si dice wn—dsvisore dell’units se sod-
disfa l’equazione (7 — 1) x = x',

PROPOSIZIONE 8. — Siaz b€ Jo O Ja ¢ ae O Ia. Allora:

D) (6+a)e JaO Ja;

2) se n & il minimo intero tale che nb' =1¢ se n(b + a) =1 allora
Ha 0 Hy non ¢ una sotto Y—algebra di o,

3) se o ¢ wuna Y-algebra con n—divisori delluniti per qualche n
e Hy O Hy ¢ una sotto ¥—algebra di s allora s semisemplice;

\

4) se A ¢ una Y.—catena con n-divisori dellunitéc per qualche n,
allora Hy O Hy ¢ una sotto Y—algebra se e solo se o ¢ archimedea.
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Dimostrazione. — 1) Posto ¢= (6 +a)+8) si ha ¢<a quindi
ceNSIy e b =(0+a) +c Alora nb' =n(b+a) +nec=1 ciot (no) <
<n (b +a); ma per la Proposizione 7 esiste s tale che m (nc)' =1 e
quindi mn (6 + @) = 1.

2) Infatti (6 +a)e Ha D Hy e nb+a)+na=nl +a)+nt=1
cio & (n (b -+ @)Y < na e poiché (n (b + a)) Fosiha (n (6 + a)) ¢ Hy 0 Ha.

3) Basta osservare che se 4 & un divisore dell'unitid allora soddisfa
alle ipotesi di 2).

4) Vedi [1].

DEFINIZIONE. — Sia & una E-algebra. Un elemento x 0 di A si dice
un L-atomo se per ogni ye€ A con 0 <y < x esiste un intero positivo 7
tale che ny = x.

LEMMA 1, — x & un L—atomo se ¢ solo se nx é un Y—atomo per ogni
n =1,

Dimostrazione. — Sia 0 <y < nx. Allora x A ¥y < x quindi esiste » tale
che m(x Ny) =x. Poiché x Ay <y si ha nx <nm(x Ay) <nmy cioe
nx & un f—atomo.

Se xe A, indichiamo con I, 'L—ideale generato da x.

PROPOSIZIONE 9. — x é un L—atomo se ¢ solo se 1, é un Y. —ideale
minimale.

Dimostrazione. — Sia x un Y-atomo e sia J un X-ideale tale che
o#Jcl,.

Sia ¥y %0 ye J allora ¥ << nx per qualche z e poiché »x ¢ un L-atomo
esiste 7 tale che my = nx =x e quindi xe J cioe J =1,

Sia ora I, minimale e sia 0 <y <. Allora I, = I, per la minimalita
di I, e quindi xe I, cioe¢ x <y per qualche 7.

COROLLARIO 3. — Se x ¢ y sono due Y—atomi allora 1, = I, oppure
I, NI, = {o}.

DEFINIZIONE., ~ Una Y-—catena si dice Y—afomica se ha almeno un
T.—atomo.

TEOREMA 1. — Ogni Y—algebra ¢ isomorfa ad un prodotto sottodiretto di
Y—catene Y—atomiche.

Dimostrazione. — Infatti ogni L-algebra sottodirettamente irriducibile
deve essere una Y.—catena (Proposizione 4) e L-atomica per la Proposizione 9.
L’asserto segue immediatamente da un teorema di Birkhoff (vedi [3]).

DEFINIZIONE. — Un elemento @ si dice X—coatomo se &' & un L-atomo.

PROPOSIZIONE 10. — Siz a un Y—coatomo ¢ 1 un Y—ideale proprio. Se
a€l allova ae Ba.
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?

Dimostrazione. — Poniamo x = Allora” x & un X-atomo. Si ha
((ex) +x) <x. Se ((2x) + x) =o allora (2x) +x =1 cioe¢ 2x < x quindi
xe By cioé ae€ Ba. Supponiamo ((2x) 4 x) >o0. Allora esiste un intero
positivo z tale che # ((zx) +x) ==z cioe 2"+ n((2%) + x)" = 1. D’altra
parte '+ ((z2) + x) =2+ (2x) + 2)Y = @22+ %)+ 224 = 2x". Quindi
2t n(lex)+x) =@+ 1)x' =21 cioe (wm+1)a=1 e quindi I non ¢
proprio contro lipotesi.

PROPOSIZIONE 11. — Sia a un Y—coatomo e¢ 1 un Y—ideale proprio.
Se a€l allora 1 ¢ massimale.

Dimostrazione. — Sia ] un Y-ideale proprio contenente I e sia xe J.
Allora x Vae Jex V a=a. Quindi (x V &) = a’ e poiché &’ ¢ un £-atomo
esiste un intero positivo 7 tale che = (x V @) = a'. D’altra parte a’e By
quindi 7 (x V @) < na’ =a' cioe¢ n(xV a) =a'. Ma poiché xVa & un
X—coatomo anche (xVa) e Ba e quindi (#Va) =4 cioé x <a onde x€l.

COROLLARIO 4. — Sia a un Y.—atomo ¢ F un Y—~filtro proprio. Allora se
acF st ha che a€ By ¢ ¥ é massimale.

COROLLARIO 5. — Se @ & wun Y——coatomo ¢ a€l, con 1 Y—ideale proprio,
allora a ¢ il massimo di 1.

COROLLARIO 6. — Se a ¢ il massimo di 1 allora a€ By, Se inoltre 1 ¢

Y

massimale ¢ per ogni y = a si ha y' ¢ 1, allora a ¢ un Y.—coatomo.

Dimostrazione. — La prima affermazione ¢ ovvia, Sia 0 < x < 4’ allora
x2' > a quindi x ¢ 1. Poiché I & massimale (I, x) = A cio¢ esistono elementi
@, **,an€ 1 e un intero 7 tale che @, +--- - a, + nxr = 1. Poiché a & il
massimo di I si ha @ +#x = 1 cioe & < nx cio¢ a & un ¥L.~coatomo,

PROPOSIZIONE 12. — Sia x un Y—atomo tale che per ogni n > o nx ¢ Ba.
Allora xe O Sy,

Dimostrazione. — Supponiamo per assurdo che esista un Z.—ideale massi-
male I tale che x¢ I. Allora (I, x) = A cioe¢ esiste un intero positivo 7z e
un elemento @e I tali che @ 4+ #x = 1. Quindi (#x)’ <a onde (nx)e L
Ma (nx)'" ¢ un Y-coatomo quindi (zx)'e Ba cioé¢ nxe B, contro Dipotesi.

Indichiamo con A#(A) l'insieme degli f.—atomi di A.

PROPOSIZIONE 13. — 1) Se xe Az(A) O Ba allora xe At (By);
2) se xe At (Ba) allora xe At (A) se e solo se 1, < Ha.
Dimostrazione. — Immediata dalle definizioni.

COROLLARIO 7. — Se B ¢ priva di atomi allora O S, 2 As(A).
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PROPOSIZIONE 14. — Sia A una Y-algebra ¢ a ,be A con a < b. Indi-
chiamo con A, = {xe A:a < x < b}, Definiamo:
*@y=a+ [+ a0+ AN+ a)
¥ =a + (' + =)
Allora ypy = Ay, ®,7;a, b) ¢ una Y—algebra.
Dimostrazione. — Verifichiamo sole le proprieta 3) e 6) della definizione
di L-algebra poiché le altre sono immediate.
x @37 =a+ [(+ay+ (@t @+ AG+a) =
=a+ [+ a+ @+ )N+ a) =
=a+ [(x'+ @)+ @+ )+ 6+ a) + &'+ a] =
=a+@+a)=10

@@y dy=a+((a+@+at @+ E+x)+a+ G +a))A
NG+ ay)y+a)y+ @+ a)A@E+a) =
=a+{(@t+@+a+ @+ +0+a)A
NEFa))y)y+ o+ +a)) A @+ a) =
=a+ e+ @+at{((O+x+@+a)+b6+a)+
HOF Q)Y+ (@) AN+ a) =
=a+((a+ @+ at (&+)+ b+ a)))+ ay+
T +tO)ANG+a) =
=a+ (e + @ Ty + & +a)+2"+y)))+
T+ O F))NE+a) =
=a+ (@ +y+ ¢+ ++))+
T +OIANG+ ) =
=a+((+at@+at@+y)))y+o+
t+ae+W+a))y+b+a) =
=a+(tat@+y)+@+a))+i+a) =
=a+ (@ +yE+y)+té+a =
=a+ (@ +@+y))V+ta)=y+@+y) =xVy
e quindi per simmetria (v’ ® ) Oy =@ Dy ) @ 7.

Notiamo inoltre che da cid risulta che P'ordine in A,, ¢ lordine indotto

da A,
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COROLLARIO 8. — Se¢ @ ¢ un L—atomo o, ¢ una YL—catena archimedea.

Dimostrazione. — Infatti, poiché @ & un L—atomo, &/, , & iperarchimedea
e quindi (v. Proposizione 2) & linearmente ordinata.

COROLLARIO 9. — Ogni Y—ideale minimale ¢ linearmente ordinato.
PROPOSIZIONE 15. — Sia o una Y.—algebra completa. Allora:
Na+Vé=V(a+ &)

2) V nae Ba.
n=1

Dimostrazione. — 1) Immediata (vedi [2], [4]); 2) Posto ¢ = \/ #a si ha:
n=1

c+c—c—1—\/na_\/(na+c)—\/(na+\/ma)=

= n\Z(\o; (n—i—m)a) <c.

m_
TEOREMA 2. — & 57 puo estendere ad una Y.—algebra completa se ¢ solo
se A é semisemplice.

Dimostrazione. — Se o & semisemplice allora (vedi [1], [5]) pud essere
immersa in un prodotto diretto di R,. Vlceversa sia 0 # ce N F,. Suppo-

niamo esista t——\/nc Allora (# +¢) <t e ( +¢) =mnc per ogni »

Infatti
(o) b (e = (¢t eyt e+ (ke =
=0+ + et ((n41)e) =

Allora
4oy =t ciot £+ F+o) =

ma ¥+ F+e)=c+ @+ ) =¢ =1 cioe ¢ =0 contro l'ipotesi.
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